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Resumo

Este trabalho apresenta uma nova proposta para treinamento de Redes
de Funcio de Base Radial (RBF) que utiliza otimizagdo multi-objetivo para
encontrar solugdes de alta capacidade de generalizagéo.

A influéncia dos parametros livres das fungdes de base gaussianas na gera-
cdo do conjunto de solugoes eficientes foi analisada. Foi possivel propor uma
medida de complexidade para neurdnios da camada escondida de redes RBF.

Variacdes para o algoritmo proposto séo apresentadas, como a geracao efi-
ciente de solucdes com otimizacao de raio e a geracio de solugdes com Rigde
Regression e Subset Selection.

Alguns resultados utilizando o treinamento multi-objetivo para redes RBF
e suas variagées sdo apresentadas demonstrando a possibilidade de encontrar
solucdes de alta capacidade de generalizagao por meio do controle de comple-
xidade.







Abstract

This work presents a new proposal for Radial Basis Function Networks
(RBF) training that uses multi-objetive optimization to improve generalization
performance.

The influence of free parameters of gaussian basis functions in the genera-
tion of a set of efficient solutions was analised. It was possible to propose a
complexity measure for RBF hidden layer neurons.

Variations for the proposed algorithm are presented, as the efficient gene-
ration of solutions with radius optimization and generation of solutions with
ridge regression and subset selection.

Some results using multi-objective RBF training and its variations were
presented showing the possibility to find solutions with good generalization
performance through model complexity control.
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1

Intfroducdo

Nos dias atuals, as redes neurais artificiais (RNA) sdo aplicadas para a
resolucao de varios problemas de alta complexidade e de grande mimero de
varidveis nas mais diversas areas do conhecimento. Inserida na grande drea
de inteligéncia artificial, as redes neurais artificiais se destacam em aplicacoes
de classificacdo e reconhecimento de padroes, aproximacao de funcdes, con-
trole de processos, processamento de sinais, entre outras.

As redes neurais artificiais podem ser interpretadas como um modelo com-
putacional de processamento de informacao inspirado no comportamento de
neurdnios biolégicos. Sdo constituidos de unidades de processamento inter-
comunicantes organizadas em camadas. O modo como sido localizadas as
conexdes entre estas unidades (neurdnios) e o processamento executado por
cada uma definem as diversas topologias de RNA.

O sucesso de uma aplicacao baseada em RNA, depende principalmente da
sua fase de aprendizado, periodo em que a rede € treinada para executar uma
determinada tarefa.

Um treinamento de redes neurais artificiais pode ser tratado como um pro-
blema de ajuste de superficie em um espaco de alta dimensionalidade. Esta di-
mensionalidade € dada pelo niimero de parametros livres da rede em questio.
Deve-se entao encontrar parametros caracterizadores desta superficie a fim de
garantir a maxima capacidade de generalizaciao de uma rede neural artificial.
Entende-se por generalizagao a capacidade de uma rede neural produzir de
forma satisfatéria saidas para entradas que nao foram apresentadas durante
a fase de treinamento.

A capacidade de generalizacio se torna maior 4 medida em que a funcio
aproximada por urmna rede neural { f,,,(x)) representa melhor a fungéo geradora
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(f,(x)) dos dados de treinamento (Haykin 1994).

A topologia de uma RNA, definida pelo numero de neurénios em cada ca-
mada e fungdes de ativagido, o conjunto de padrées utilizados no treinamento
e o método de ajuste de seus parametros livres séo fatores que influenciam a
capacidade de generalizagao.

Considerando um conjunto de treinamento adequado, ou seja, estatistica-
mente representativo, o ajuste dos valores dos parametros e a sua topologia
definirdo a capacidade de uma RNA fazer um mapeamento satisfatério do con-
junto de treinamento e prover uma alta generalizagao.

Existem na liferatura varios processos de aprendizagem destinados aos di-
versos tipos de RNA. Para cada processo de aprendizagem existem algoritmos
de treinamento que visam a ajustar os parametros da rede de forma a realizar
com sucesso a atividade destinada.

O texto visa a apresentar um estudo sobre fatores que influénciam as pos-
siveis solucoes de redes neurais de funcio de base radiais {Broomhead and
Lowe 1988) (RBF), de maneira a caracterizar uma medida de complexidade
para os neurdnios da camada escondida.

E feita entdo uma proposta de treinamento de redes RBF para ajuste de
pesos da camada escondida e parametros das funcoes de base, a partir de téc-
nicas de otimizag¢ao multi-objetivo para melhorar a generalizacio desta rede
baseada em conceitos apresentados em trabalhos para treinamento multi-
objetivo para redes MLP (Teixeira, Braga, Takahashi, and Saldanha 2000)
(Costa, Braga, de Menezes, Parma, and Teixeira 2002).

Ao final do trabalho sdo realizados testes para validagdo da metodologia de
treinamento proposta. Os resultados destes testes se mostraram satisfatérios
demonstrando sua possivel utilizacdo para treinamento de redes RBF.

1.1 Motivacao

Neste trabalho, foram desenvolvidas técnicas de treinamento de redes RBF
como extensdo do método multi-objetivo para redes MLP (McClelland and
Rumelhart 1988).

As redes RBF sao modelos constituidos normalmente por duas camadas,
semelhantes aos modelos MLP. A principal diferenca consiste na transfor-
macio dos padroes de entrada pela camada escondida. As redes MLP utilizam
o produto escalar do vetor de entrada e do vetor de pesos como argumento da
funcdo de ativacio sigmoidal dos neurdnios de camadas escondidas. O pro-
cessamento de informagao para o caso de redes RBF € realizado por meio de
fungdes radiais.

As redes MLP e RBF sio teoricamente equivalentes por se tratarem de apro-
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ximadores universais de fung¢des. Entretanto, a distingido entre as funcées de
base utilizadas em cada modelo possibilitam algumas diferencas.

Cada funcdo de base radial de uma rede RBF define um hiperelipséide
enquanto que os neurénios das redes MLP definem hiperplanos no espaco dos
padrdes de entrada. Desta forma, as redes RBF definem aproximadores locais,
isto é, apenas certas regides do espaco serdo mapeadas. Ja os aproximadores
globais, gerados pelas redes MLP possuem maior capacidade de generalizaciao
para regioes onde nao ha dados de treinamento.

A aplicagao dos conceitos de treinamento multi-objetivo para redes RBFs
permitira encontrar solugdes de alta capacidade de generalizagio para aproxi-
madores locais, sendo uma alternativa interessante para problemas que pos-
suem dados com agrupamentos bem definidos.

1.2 Metodologia

No projeto de modelos neurais ¢ desejavel obter solugdes de alta capaci-
dade de generalizagao. Dade um conjunto de amostras de padrdes de entrada
estatisticamente representativo, a definicao do nimero de parametros livres,
bem como os seus valores afetam a qualidade de resposta destes modelos.

Quando se estabelecem topologias sub-dimensionadas para um dado pro-
blema, as solugbes geradas por processos de treinamento possuem muita
similaridade, caracterizando uma alta polarizacido (Geman, Bienenstock, and
Doursat 1992}, Solugdes polarizadas possuem valores altos de erro para con-
juntos de dados de treinamento e validacao com baixa generalizagio. Desta
forma, torna-se necessario aumentar a complexidade do modelo adicionando
mais neurdnios em camadas intermediarias. Entretanto, o incremento exces-
sivo de complexidade pode provocar outro efeito indesejado, a alta variancia.
As solucoes obtidas desta forma sdo capazes de se ajustar ao conjunto de
dados de treinamento, alcangando o erro minimo, modelando o ruido freqten-
temente presente nos dados. Redes superdimensionadas possuem uma queda
da capacidade de generalizagéo.

O melhor modelo para um determinado problema deve ser capaz de fazer
uso de um nivel ideal de complexidade afim de equilibrar os efeitos de polari-
zagao e variancia de sua selucio.

A maioria dos métodos de ajuste dos parametros livres de redes RBFs sao
realizados em duas etapas: inicialmente procede-se com o ajuste dos centros e
raios das fungoes radiais, através de aprendizados nao-supervisionados e, em
seguida, com o ajuste dos pesos da camada de saida, ao otimizar uma funcio
de custo, como a soma do erro quadratico.

Nota-se que o equilibrio entre polarizacdo e variancia néo é abordado neste
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tipo de procedimento, pois nao se leva em consideragéo o controie de comple-
xidade do modelo.

Existem diversos algoritmos para aprimorar a capacidade de generalizacao
de redes MLP como: Weight-Decay {Hinton and Nowlan 1987), Early-Stopping
(Weigend, Rumelhart, and Huberman 1990}, Cross-Validation (Stone 1978)
e Multi-Objetivo (Teixeira, Braga, Takahashi, and Saldanha 2000] (Costa,
Braga, de Menezes, Parma, and Teixeira 2002) que nédo alteram a estrutura
da rede e os métodos de poda (pruning) que utilizam modificacdes estruturais
em redes previamente treinadas (FHassibi and Stork 1993). Algumas destas
técnicas podem ser extendidas para o ajuste dos pesos da camada de saida de
redes RBF devido a similaridade entre os neurdnios de ambas as redes.

Dentre as principais técnicas para treinamento de redes RBF estio o Ridge
Regression € o Subset Selection (Orr 1996). A primeira controla a magnitude
dos pesos da camada de saida enquanto que a segunda faz uma busca do
melhor modelo inserindo ou retirando neurénios do modelo inicial.

O algoritmo proposto neste trabalho e suas variagdes (Carvalho, Costa,
and Braga 2004} propde o controle da complexidade de redes RBF de forma a
encontrar solugdes de alta capacidade de generalizagdo. Utilizam-se os con-
ceitos de treinamentos multi-objetivo para a determinacao de um conjunto de
solugoes eficientes segundo dois critérios: o erro e a complexidade.

A medida de complexidade utilizada para as redes MLP € representado pela
norma do vetor de pesos de conexoes. Devido a diferenca entre os tipos de
neurénios, as redes RBF terdo duas medidas distintas de complexidade. A
camada escondida sera caracterizada pela norma da matriz de interpolagéo,
uma vez que esta pode representar o comportamento das fungoes de base
radiais. Para a camada de saida utiliza-se a mesma medida das redes MLP, a
norma da matriz de pesos.

Pelo fato de ndo se obter uma relacdo bem definida entre as duas medidas
de complexidade, cada quantidade sera tratada de maneira independente.

O problema multi-objetivo representativo do treinamento de redes RBF fica
entac descrito pela minimizacao de trés funcdes de custo: o erro de treina-
mento (er), a norma da matriz de interpolagéo (|W])) e a norma da matriz de
pesos (||H||} segundo a Equacao 1.1.

fl("/f) = ér
Y* =arg, min< fo(y) = [W]|| (1.1)
fs(v) = ||H[|

Utilizando a otimizagao multi-objetivo pode-se gerar solugbes de comple-
xidades diferentes de forma que uma destas solugoes tenha a complexidade
adequada maximizando a capacidade de generalizagio.
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As grandezas complexidade e erro sao conflitantes, isto €, nao € possivel
estabelecer uma mesma solugdo que represente simultaneamente o minino
para ambas. Logo a primeira etapa do treinamento consiste em encontrar um
conjunto de solugdes eficientes, denominado conjunto Pareto-6timo {Pareto
1896), onde ndo € possivel melhorar um dos objetivos sem que um outro seja
degradado. Como por exemplo, nao € possivel reduzir o erro de treinamento
sem que haja um incremento de complexidade, ocu analogamente, nio é pos-
sivel diminuir a complexidade sem aumentar o valor de erro.

O método MOBJ-RBF ¢ capaz de gerar solugdes de varios niveis distintos
de complexidade com valores minimos de erro de treinamento, constituintes
do conjunto de sclugées eficientes. Uma vez obtidas as solugdes do conjunto
Pareto, o erro de ajuste para um conjunto de dados de validacio ¢ utilizado
como critério de selegdo da solugdo final. A solugio que possuir o valor mais
baixo de erro para o conjunto de validag¢éo representara a rede RBF de maior
capacidade de generalizagao.

Séao apresentadas algumas variagoes do método MOBJ-RBF para a acele-
racio da busca de solugdes eficientes € uma técnica de selecao de modelos
para constru¢io automatica do modelo de complexidade minima que garanta
alta capacidade de generalizagio.

O método MOBJ-RBF abre uma linha de pesquisa para futuros trabalhos
na area de generalizagdo para redes RBF. Em comparacio com outras técnicas
de treinamento de redes RBF, as soluc¢fes enconiradas pelo método proposto
s&o superiores ou, no pior dos casos, equivalentes.

1.3 Organizacao do texto

No Capitulo 2 € realizada uma revisédo dos principais conceitos e algoritmos
de treinamento de redes neurais de base radial. Sao apresentados alguns
algoritmos de treinamento em etapas separadas e alguns de etapa tnica. Ao
final, sdo abordadas algumas técnicas avancadas para busca de solugdes de
alta generalizacio, tais como Ridge Regression e Subset Selection.

No Capitulo 3 sdo apresentados os conceitos gerais de otimizacido multi-
objetivo bem como os métodos de treinamento multi-objetivo aplicados a re-
des MLP, por se tratar do ponto inicial da construgio de um algoritmo multi-
objetivo para redes RBF.

No Capitulo 4, se caracteriza o comportamento multi-objetivo para as redes
RBF, bem como a sugestdao de uma medida de complexidade para neurdnios
de base radial. Por fim, € apresentado o algoritmo multi-objetivo para treina-
mento de redes RBFs.

No Capitulo 5 sdo apresentadas algumas variagoes do método multi-objetivo
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proposto. As metodologias apresentadas sdo capazes de gerar o conjunto de
solugdes eficientes através da otimizacao de raio € sua aproximacéo por regu-
larizacdo, bem como encontrar a topologia ideal para a soluc¢ao de problemas
adotando a técnica de Subset Selection.

No Capitulo 6, a eficiéncia das metodologias apresentadas sdo avaliadas em
relacdo a outros algoritmos de treinamento de redes RBF. Sao utilizados dados
provenientes de simulacdes de aproximacéo de fung¢des bem como dados de
problemas reais.

No Capitulo 7 sdo apresentadas as conclusdes gerais bem como propostas
para a continuidade do trabalho.

Em anexo, ao final do trabalho se encontira o apéndice, onde sao apre-
sentados alguns conceitos gerais sobre algebra linear que foram utilizados no
trabalho.

1.4 Conclusées do Capitulo

Neste capitulo foi apresentada uma visao geral da utilizagdo e projeto de
redes neurais enfatizando o problema inerente ao processo de treinamento
que € o equilibrio entre a polarizacéo € a variancia. Aborda-se a motivacéo de
se estender a teoria de otimiza¢do multi-objetivo desenvolvida para redes MLP
para o treinamento de redes RBF de forma a obter solugdes de alta capacidade
de generalizagao.
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2

Redes Neurais Artificiais de Funcdo
de Base Radial

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos basicos de redes neurais
de fungdo de base radial. E realizada uma reviséo bibliografica das principais
metodologias de treinamento destas redes, bem como métodos de controle de
generalizacio.

2.1 Introducao

As redes de func¢édo de base radial (RBF) (Broomhead and Lowe 1988) fazem
parte da classe de aproximadores universais de fungdes multivariaveis (Girosi,
Poggio, and Caprile 1991) (Hartman, Keeler, and Kowalski 1990}. Sao ampla-
mente utilizadas para a estimacéo ndo-paramétrica de funcées multi-dimensio-
nais a partir de um conjunto finito de realizacées de um sistema fisico.

Assim como em outras topologias de redes neurais artificiais multi-camadas
(Haykin 1994), os neurdnios presentes nas camadas ocultas representam um
conjunto de fung¢des nao-lineares constituintes de uma base para um mapea-
mento ndo-linear dos vetores de entrada. A camada de saida realiza uma
combinacéo linear das amostras de entrada submetidas a este mapeamento
nao-linear.

Desta forma, as redes RBFs sao capazes de aproximar func¢odes multivari-
adas a partir de uma combinacao de funcgées de base radiais. Em sua versio
mais usual, as aproximacgdoes sio geradas a partir de uma combinacéo linear
de funcbdes gaussianas.

Segundo o teorema de Cover (Cover 1965), quanto maior a dimensio do
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Figura 2.1: Fungcéo gaussiana.

Figura 2.3: Fungéo thin-plate-spline.

Em algumas aplicagdes, utiliza-se a distdncia de Mahalonobis (Fessant,
Aknin, Oukhellou, and Midenet 2001) em lugar da distancia euclidiana (Equacao
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2.4). Esta distancia é funciao da matriz definida positiva R, que representa
um escalonamento de distancia entre as dimensées de x € c.

dist = (x ~ ¢)TRu{x — ¢) (2.4)

Para redes RBF, cada func¢do de base possui sua prépria Rj, normalmente
definida como a inversa da matriz de covariancia dos padrées de enirada rela-
cionados a um dado centro c;.

Desta forma, existird uma quantizacao diferente para cada dimensao do
espaco, suprindo por exemplo, a necessidade de se estabelecer uma disper-
séo diferente para cada dimensdo de uma funcéo de base. A distancia de
Mahalonobis se torna idéntica a distancia euclidiana se R, for uma matriz
identidade.

2.2 Arquitetura

As RBFs (Broomhead and Lowe 1988) possuem uma topologia similar as
redes MLP (Rumelhart, Hintonr, and Williams 1986). Ambas sao redes multi-
camadas alimentadas adiante ("feed-foward"). A diferenca principal é o modo
como é feito o mapeamento entre a camada de entrada e a camada inter-
mediaria.

A Figura 2.4 representa um diagrama da topologia de uma rede RBF,

camada intermedidria o
{funges radiais) Polarizacao bias)

Entradas camada de
saida
e _J
-

Figura 2.4: Exemplo de topologia para redes RBF.

Dado um vetor de dados de entrada x , a saida y; de um neurénio de saida
em uma rede RBF é dada pela Equacéo 2.5.

h
v = wadi(X,c,1) (2.5)
i=1

O indice 4 é o niimero de neurdnios na camada escondida e ¢ € uma funcao
de base radial, definida em funcdo do seu valor de raio (r) e centro (c). A funcao
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de base mais utilizada em redes RBF ¢ a fungédo gaussiana, representada na
Equagio 2.6.

bmlXn) =€ H (2.6)

A matriz H, denominada de matrix de interpolacao, ¢ definida em (2.7)
como representacio da saida dos neurdnios da camada escondida. Seus ele-
mentos siao dados pelos valores das fungoes de base avaliadas de acordo com
o valor do raio (r) e a distdncia euclidiana entre seu centro {c) e o vetor de
entrada (x).

¢1(*1) ... Pnlx1)

H= 2.7

$1(xp) - nlxp)

A matriz W representa os valores de pesc das conexdes entre o(s) neurdnio(s})
da camada de saida e o(s) neurénio(s} da camada escondida.

W= : : 2.8)

W1 --- Whk

A saida de uma rede RBF para um conjunto de dados de avaliagéo pode ser
representada por um sistema linear segundo a Equacéo 2.9.

Y =HW (2.9)

Os elementos da matriz H sio definidos pelas funcdes ¢ e seus valores per-
tencem ao intervalo real {0,1], aproximando-se da unidade para casos onde
existe um alto valor de raio ou a distancia entre o padrao de entrada e o
centro de uma funcgio de base seja préximo de zero. Nao existem, portanto, el-
ementos negativos cu superiores 4 unidade na matriz H de saida de neuronios
da camada escondida.

Ao realizar um treinamento para uma rede RBF, devem-se ajustar os pa-
rametros da camada escondida definindo o ntimero de fungoes de base, seus
centros, seus valores de raio e os pesos das conexdes entre a camada escon-
dida e a camada de saida.
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2.3 Treinamento supervisionado de RNAs

As redes RBFs sdo utilizadas em problemas de classificagio, aproximagéo
de funcdes ou identificacio de sistemas, onde se deseja estimar uma funcio
a partir de amostras de entrada e saida de um dado sistema. A estimacgéo €
realizada pela determinacio de parametros que nio possuem significado fisico
diretamente relacionado ac problema.

No contexto de redes neurais artificiais, a estimacio € denominada de
treinamento supervisionado, onde a solucido € representada por uma rede
neural obtida a partir de ajustes de seus parametros livres.

Apesar de seus parametros, inicialmente, ndo representarem nenhuma in-
formacao fisica para o problema, existem formas de se extrair conhecimento
do modelo gerado pela RBF (Teodorescu and Bonciu 1997).

Faz-se uso entdo de um conjunto de p amostras do sistema em questao
denominado conjunto de treinamento (I'), onde a cada padrao x; de entrada
do sistema é relacionado um valor de saida desejado d;.

I'= {Xi, di}£:1 {2 10}

Existem na literatura varios algoritmos de treinamento para processos de
aprendizado supervisionado que visam 4 minimizacao do erro de treinamento.
A Equacio 2.11 apresenta uma fungao de custo representativa do erro de
treinamento para um dado conjunto de amostras I'.

er=0,5. [di = frna(s)]” (2.11)
i=1

O algoritmo de retro-propagacio ("Backpropagation”) {(Rumelhart, Hinton,
and Williams 1986} e suas variagges utilizam a fungioc de custo da Equacéio
2.11 a ser minimizada. Apesar de o erro de treinamento (er) ser uma aproxi-
macio do erro de generalizacdo (Bengio 1996), sua minimizagdo nao garante
solugdes de alta capacidade de generalizagao.

Existem algoritmos de treinamento supervisionados que utilizam outras in-
formacoes além do erro de treinamento para o ajuste de parametros livres de
redes neurais visando minimizar ¢ erro de generalizacao. Este trabalho apre-
senta uma nova metodologia para treinamento supervisionado de redes RBF
que utiliza informagdes de complexidade para alcancar o equilibrio entre a
polarizacdo e a variancia (Geman, Bienenstock, and Doursat 1992). A secdo
2.7.1 apresenta uma discussao mais detalhada sobre o equilibrio entre a pola-
rizagao € a variancia e sua influéncia na capacidade de generalizagio de redes
neurais artificiais.
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2.4 Aprendizado de redes RBFs

O treinamento de redes RBFs constitui-se em um problema de otimizacao,
onde se deseja enconirar um conjunto de parametros da rede que minimize
um ou mais funcionais.

Os parametros a serem determinados sdo :

o O numero de func¢des de base radiais, ou seja, o niimero de neurdnios na
camada intermediaria;

e As posicoes dos centros das fungdes de base;
¢ Os valores de dispersio ou raios para cada funcao de base;

¢ As magnitudes dos pesos das conexdes entre os neurdénios da camada
intermediaria e a camada de saida.

O nuamero de func¢des de base determina a precisdc que se deseja alcancgar
com a aproximacdo. Quanto maior o numerc de neurénios maior sera a di-
mensiao do espago de solugdes dos parametros, exigindo um maior esforco
computacional para o ajuste.

O ajuste de parametros pode ser estatico, no sentido que mantém constante
o nimero de neurdniocs, ou dindmico quando se permite adicionar ou retirar
neurdnios durante seu ajuste.

O treinamento deste tipc de RNA pode ser realizado aplicando algoritmos
distintos para cada conjunto de parametros cu aplicando qualquer técnica de
programacéao nao-linear que otimize todos os parametros do modelo.

2.5 Treinamento em trés etapas

Como os centros, os raios e os pesos sdo de naturezas distintas, pode-se
realizar o treinamento ajustando cada parametro separadamente através de
um treinamento em irés etapas.

2.5.1 Algoritmos para sclegao de centros

A determinacdo do numero de unidades radiais e suas posigdes € realizado
com base na distribuicdo espacial do conjunto de vetores de treinamento.
Cada funcdo de base pode representar o centréide de um agrupamento de
dados denominado de cluster.

O ajuste das posi¢oes dos centros pode ser realizado através de técnicas de
agrupamento, onde se deseja agrupar padroes de caracteristicas semelhantes
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em sub-conjuntos de dados. Cada sub-conjunto possui um ponto que repre-
senta o centro do agrupamento, este ponto pode ser atribuido a um centro de
uma funcédo radial e a dispersdo dos dados pode indicar o valor de raio para a
mesma funcio de base.

Esses algoritmos poderdo ser aplicados também a outros problemas como,
por exemplo, para a reducdo de niimero de amostras, onde cada conjunto de
pontos préximos sera substituido pelo centro de um agrupamernto.

Em sua formulagio original, a RBF utiliza as posigoes dos padrées de en-
trada como sendo os centros das fungdes de base, No entanto, neste caso,
se o numero de padrdes for grande, podem haver problemas de sobreajuste
("overfitting”) apresentando uma baixa generalizacio além de exigir um esforco
computacional relativamente alto.

Uma alternativa para a selecio dos centros das fungdes da camada escon-
dida pode ser realizada atribuindo-se aleatoriamente, para um dado ntamero
de funcgdes de base, padroes do conjunto de entradas como centros das fungbes
de base da rede RBF {Hassoun 1995). Algoritmos de agrupamenio mais ela-
borados utilizam critérios para a sele¢do de centros que garantem uma dis-
tribuiciio mais representativa dos agrupamentos de dados. Dentre os algorit-
mos mais conhecidos se encontra o k-médias (K-means) (MacQueen 1967) e
os mapas auto-organizativos de Kohonen {Kohonen 1982).

Algoritmo de Agrupamento - K-médias

O algoritmo de agrupamento mais comum € o k-médias (MacQueen 1967)
onde a partir de um namero s constante de agrupamentos, definem-se as
posicées dos seus centros iterativamente. O nimerc de agrupamentos € definido
anteriormente e nao € alterado durante a execucgao do algoritmo.

Inicialmente sio selecionados h pontos para as posicdes dos centros dos
agrupamentos. A seguir, cada ponto € atribuido ao conjunto de dados mais
proximo de modo que todos os pontos possuam um agrupamento correspon-
dente.

Cada centro entédo € recalculado a partir das distancias médias dos pon-
tos pertencentes a um mesmo conjunto de dados. Novos centros sac entio
atribuidos a cada agrupamento de acordo com a Equacio 2.12.

G =(1/Q) Y %, (2.12)
Qi

O vetor c; corresponde ao ceniro do agrupamenio H; , ; € o niimero de
pontos pertencentes ao agrupamentce H; ¢ x, € o ponto ¢ pertencente ao agru-
pamento H;.

O ajuste do posicionamento de cada agrupamento se encerra caso a movi-
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mentac¢do seja inferior a um limite inicialmente propostc. Este algoritmo
garante a minimizacéo da soma quadritica das distancias entre os h centros
e os vetores de entrada.

h
J=22 Ixa~all® (2.13)

i=1 @

Em (Bradley and Fayyad 1998} apresenta-se uma técnica para utilizacio
em grandes massas de dados, aplicando-se k-médias em subconjuntos do
conjunto total de treinamento.

Outras variagées do algoritmo de k-médias sdo apresentados na literatura,
como por exemplo, o k-médias adaptativo {(Moody and Darken 1989a) € o g-
meédias (Hamerly and Elkan 2003).

Algoritmo de Agrupamento - Mapas auto-organizativos de Kohonen

Um outro método de agrupamento de dados € o algoritmo de mapas auto-
organizativos de Kohonen (Kohonen 1982). Assim como o algoritmo de k-
médias descrito anteriormente, sua funcéo € de escolher a melhor posi¢ao
para o0s centros de um ntmero pré-definido de agrupamentos.

O passo inicial para o uso do algoritmo de Kohonen € definir o niimero h
de agrupamentos (ou neurdnios) que serdo utilizados para o treinamento. A
seguir séo atribuidos posicdes aleatdrias para os centros. Apresenta-se en-
tdo todos os vetores de entrada do conjunto treinamento seqiiencialmente a
rede. Cada vetor de entrada sera atribuido ao agrupamento de centro mais
proximo. O centro escolhido sera atualizado na diregédo do vetor de entrada
atribuido a ele de acorde com a Equacao 2.14, onde 7 € o parametro de taxa
de aprendizado.

cj = ¢ +7(x: —¢j) (2.14)

Ap6s algumas iteragdes, os h agrupamentios terdo se deslocado afim de
cobrir todo o espago de distribuic¢do de pontos agrupando os ponitos mais pré-
ximos aos centros comuns.

Assim como o k-médias, este algoritimo possui a desvantagem de niao es-
colher o nimero ideal de neurdnios da camada escondida (ou centros) auto-
maticamente. Um nimero inadequado de neurdnios pode causar o efeito de
overfitting ou underfitting para uma rede RBF. Cabe ao agente externo fazer
um estudo sobre a distribuicio dos vetores no espaco de entrada afim de esti-
mar o melhor nimero de centros a serem distribuidos.
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2.5.2 Algoritmos para sele¢do de raios

Para a escolha da dispersao das fungoes radiais, representada pelos para-
metros r, pode-se definir um valor unico para todas as fungbes, atribuir um
valor especifico para cada nodo ou até um valor prépric para cada dimensao
do vetor de entrada.

O ajuste dos raios possui uma caracteristica importante que € a suavizacao
da funcio estimada por uma RBF. Procura-se encontrar o compromisso entre
localidade e suavidade da funcio gerada. A localidade ocorre quando se possui
raios muito pequenos de forma que a camada escondida somente realize o
mapeamento em regides muito préximas dos centros das funcgées radiais. O
aumento em excesso do valor de raio pode levar a construgéo de uma matriz de
interpolagido mal-condicionada, dificultando a determinac¢édo dos parametros
livres de uma rede RBF.

A seguir serdo apresentados algumas formulagbes presentes na literatura
que fazem uma estimacéo de valores de raios para fungées de base radiais.
Outras abordagens podem ser encontradas em (Borg and Pitas 1994).

Formulaciao de Moody e Darken

Em (Moody and Darken 1989b), sugere-se a minimizacdo da funcio de
erro representada pela Equagéo 2.15 onde @ € um fator pré-definido de so-
breposi¢ido de campos receptivos. Entende-se por campo receptivo a regiao ao
redor do centro de uma funcao radial caracterizada pelo valor da disperséo (r)
desta funcio.

h h ca—cail}2 — 2 2
E(rl...rc)zé-ZI:Ze_("_’tﬂ) (W} —-Q} 2.15)

t=1 a=1
De acordo com Moody e Darken (Moody and Darken 1989a} o valor de raio
para todos os neurdnios € dado pela Equacéo 2.16.

r=(1/m)Y lle; — (2.16)
i=1

O vetor ¢, € o centro mais proximo e m € o numero de centros existentes

ou um numero de vizinhios mais proximos utilizados para o calculo.
Formulacées de Hausson

Haussoun, em (Hassoun 1995), propde um valor distinto para cada neurdnio
da camada escondida através da Equacgédo 2.17 onde ¥; € o conjunto de N ve-
tores de entrada mais proximos do centro c;.
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ri=(1/N) > e — xiff? (2.17)

X E‘I’j
Uma outra formulacac também é proposta no mesmo documento:

r; = all¢; — %) (2.18)

1’!8&1"”

onde c%)ar € o centro mais préximo ¢ o valor de a variaentre 1,0e 1,5 .

Formulac¢ao de Haykin

Haykin (Haykin 1994) apresenta uma outra formulacéo para determinacaoc
do valor de raio para funcoes radiais.

dma.a:' l
= 2.19
VoM ( )

onde M é o niimero de centros e d,,,, € a distancia maxima entre estes centros.

Meétodo Iterativo de Verleysen

No trabalho de Verleysen (Verleysen and Hlavackova 1994), sugere-se es-
tabelecer o valor do raio segundo um ajuste iterativo a ser realizado paralela-
mente ao algoritmo de mapas auto-organizativos.

Primeiramente, inicializa-se os centros a partir de uma escolha de p padroes
de treinamento. A cada iteracdo atualizam-se os valores de r segundo a
Equagao 2.20,

r(t+1) = (1— BO)r() + B)2]z: — V) (2.20)
onde A(t) é um fator de adaptacao (0 < § < 1} que pode ser 0 mesmo que a
taxa de atualizacao (n} dos mapas auto-organizativos.

Meétodo de Fator de Escala

Para o método de fator de escala (Benoudijit, Archambeau, Lendasse, Lee,
and Verleysen 2002), inicialmente calcula-se o desvio padrdo para cada agru-
pamento de dados, a seguir determina-se o fator de escala ¢ comum a todos
os centros que garanta uma boa suavizagdo da fung¢io aproximativa

5 = qr;. (2.21)

O fator de escala ¢ € dependente da funcdo geradora, da dimensio do es-
pago de entrada e da distribuicdo dos dados. Escolhe-se ¢ heuristicamente,
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avaliando o erro de conjunto de validacdo para varios valores até que se en-
contre o mirimo.

Ajuste Dinamico de Deteriorizagdo

Em (Berthold and Diamond 1995) € apresentado o algoritmo de Ajuste
Dinamico de Deteriorizacio (Dynamic Decay Adjustment) para defini¢do de dis-
persdo de fungdes de base radiais, através de um treinamento supervisionado
de classificacdo de padrdes. Trabalha-se com valores de thresholds, que podem
ser convertidos em valores de raios, para a determinagao de sobreposicao dos
campos receptivos.

2.5.3 Algoritmos para determinacio de pesos

Como a camada de saida possul neurdnios de funcao de ativagéo linear, os
métodos aplicados a redes Adaline (Widrow and Hoff 1960}, bem como méto-
dos de solucio de sistemas lineares podem ser aplicados para esta camada.

Por se tratar de um problema linear, a determinacéo dos pesos da camada
de saida garante encontrar o minimo global. A grande dificuldade encontrada
para a solugéo de problemas lineares € o mal-condicionamento do sistema de
equacoes representado pela Equacéo 2.9.

A seguir serdo apresentadas as principais metodologias para determinagao
de pesos para a camada de saida de redes RBFs.

Método dos Minimos Quadrados - Método da pseudo-inversa

O método dos minimos quadrados tem como objetivo ajustar os pesos W
de camada de saida em funcao de um conjunto de treinamento I' = (x;, d;)_,
através de um treinamento supervisionado.

As saidas dos neurdnios da camada escondida pode ser caracterizada pela
matriz de interpolacdo (Equacio 2.7) e a matrix de transformagao linear (
Equacdo 2.8) representa os pesos dos neurdnios de saida. A matriz de sai-
das desejadas (D} possui todos valores desejados de acordo com o conjunto
de dados de treinamento I’

diy dip ... di
by g .. dy

Pela equacdo 2.23 pode-se encontrar o valor 6timo de W pelo calculo da
pseudo-inversa da matriz de interpolacdo conforme a Equacéao 2.24.
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HW =D (2.23)

W =H*D (2.24)

onde

(HTH)"T h>p
H"=<¢ (H)! h=p (2.25)
HT(HHT)! h<p
Vale lembrar que H € a mairiz de interpolagao representativa das saidas
dos neurdnios da camada escondida e W € a matriz de pesos dos neurdnios
da camada de saida.
Existem outros modos de solucionar a Equacéio 2.23 através da decom-
posicédo em valores singulares (Leon 1994) (Golub and Reinsch 1970) evitando
possiveis problemas com o mal-condicionamento da matriz H.

Meétodo dos Minimos Quadrados Adaptativo

O método dos minimos quadrados adaptativo € também conhecido como
regra Delta ou regra de Adaline (Widrow and Hoff 1960). Este algoritmo ajusta
os parametros livres de forma a minimizar a fun¢aoe de erro representada pela
Equagao 2.26.

E(z) = (1/2)(y(z) — d(z)) (2.26)

A busca da solugic € realizada na direcdo que minimiza o valor da funcao
de erro, de forma que os parametros da solugido (W) sido ajustados no sentido
oposto ao vetor de gradiente da superficie de erro segundo a Equacéao 2.27.

Wg = Wt«»-l — ?’]VEt_}_ [2.27)

onde 7 € o valor de taxa de aprendizado, onde se define o tamanho do passo
de ajuste nos parametros livres.

O método € interativo e os ajustes dos pesos sdo feitos até que se alcance
alguma condicgao de parada como, por exemplo, o nimero maximo de iteracées
ou gradiente nulo.

O calculo do gradiente do erro é calculado em relagio ao parametro peso, e
#s(x) representa a fungéio de transferéncia da camada escondida, neste caso,
as fungées de base radiais.

K
dw,

= 6.¢5(x) (2.28)
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er = Yk — Ok (2.29)

A equacio de atualizagdo dos pesos fica entéao como:

wl; = wiil — newdn(x) (2.30)

Os pesos sao atualizados a cada iteragdo do algoritmo até que se atinja
algum critério de parada.

Meétodo dos Minimos Quadrados Ortogonal

Com o objetivo de se evitar o mal-condicionamento da matriz H, dificul-
tando o cilculo de sua inversa, o método de minimos quadraticos ortogonal
oferece um metodologia de calculo da solucdo da Equacao 2.23 através da
decomposicio da matriz de interpolacdo em componentes ortogonais.

O mal-condicionamento ocorre pela presenca de dependéncia linear entre
os vetores de H ocasionados, por exemplo, pela proximidade dos ceniros das
funcoes de base ou pelo excesso de valor de dispersao (raio) que fazem com que
diversos padrées sejamn mapeados para um mesmo ponto na saida da camada
intermediaria.

A determinacéo dos pesos da camada de saida das redes RBFs € um pro-
blema de regressao linear, conforme a Equacio 2.31. O sinal de erro ¢(t) €
assumido como nao correlacionado com as variaveis regressoras h;(t}

C
y(t) = > wiki(t) + e(t). 2.31)

=1
A Equacéo 2.31 pode ser reescrita como
Y=HW+E (2.32)

O método de minimos quadrados ortogonais transforma os vetores consti-
tuintes da matriz H em vetores ortogonais. A Equacdo 2.33 representa esta
transformacéio, onde A é uma matriz triangular de valores unitarios na diago-
nal principal e valores nulos abaixo dela

H=QA (2.33)
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I aje - Gre-1 Oy
g 1 ... Qge1 Qz.
A= ¢ 1 . : : {2.34)
g 0 ... 1 Qeeie
o o0 ... 0 1

e @ é uma matriz de colunas ortogonais que

@’g=R 2.35)

onde R € uma matriz diagonal de elementos

=g g (2.36)

Os vetores de @ representam o mesmo espaco que H, sendo possivel en-
contrar G* (Equacdo 2.38) que € solugao da Equacao 2.37.

Y=QG+E (2.37)

G =H'@'Y (2.38)

A solugio G* pode ser convertida para o problema original segundo a Equacgio
2.39.

AW =G" {2.39)

O método de Gram-Schmidt (Bjork 1967) pode ser aplicado ao problema
representado pela Equacao 2.39 para determinagao de W*.

2.6 Treinamentos em etapa utnica

Como foi visto anteriormente, pode-se utilizar um treinamento em etapas
distintas para se definir os parametros livres de uma rede RBF. No entanto,
existem metodologias para um ajuste simultdneo de todos os parametros. A
seguir serdo apresentados, de maneira resumida, algumas metodologias de
aprendizado em etapa Gnica para redes RBFs.

2.6.1 Aprendizado por Retro-Propagacao

A técrnica cliassica de gradiente descedente pode ser aplicada para todos os
parametros, desde que todos os parametros sejam continuamente derivaveis
em todo a sua extensao.
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Seja ¢ um parametro qualquer de uma rede RBF, o seu valor sera reajus-
tado de acordo com o valor de atualiza¢ao Au segundo a regra de aprendizado
representada pela Equacao 2.40 onde 7n € a taxa de aprendizado.

_pder
) o
As Equagoes 2.41, 2.42 e 2.43 apresentam as derivadas relativas para uma

Ap = (2.40)

rede RBF com fungées de base gaussianas.

0

S = (G NG 241

% d5(x™) ”w J”Z(J th) — X" )wg; (2.42)
3 J

%c} L g )ilw qll Z(U () - x")wny (2.43)

Qutras técnicas de otimizag¢do, como gradiente conjugado (Fletcher and
Reeves 1964} , sdo baseadas em gradiente descendente € podem ser apli-
cadas para o treinamento de redes RBFs. Estes métodos sio sensiveis as
condi¢des iniciais de treinamento, porém pode-se partir de pontos definidos
pelos treinamentos néo-supervisionados, favorecendo o encontro do minimo
global da funcéo de erro.

2.6.2 Aprendizado por Vetores de Suporte

As maquinas de vetores de suporte (Vapnik 1995} foram inicialmente cri-
adas para a solugéio de problemas de classificagdo. Cada classe se distinghe
de outra através de um plano de separagio determinado pela maximizacao de
uwma margem de separagdo. A margem € formada pela distancia entre o plano
de separacdo e os pontos mais proximos a ele. Quanto maior a margem de
separacdo entre as classes, maior € a generalizacio. Os pontos localizados na
margem siao os denominados vetores de suporte.

A abordagem SVM pode ser aplicada para problemas néo-lineares. Realiza-
se um mapeamento nao-linear, transformando os vetores de entrada em ele-
mentos de um novo espago de caracteristicas através de func¢oes de mapea-
mento nao-lineares. As funcoes de kernel realizam este mapeamento néio-
linear de forma que o conjunto de dados de entrada passa a ser linearmente
separével e os planos de separagao possam ser aplicados.

Uma importante funcao de kernel € a funcio gaussiana. A superficie de
separagdo, entdo, passa a ser uma combinacao linear de fungdes gaussianas
representadas pelos vetores de suporte. Desta forma, a SVM se reduz a uma
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rede RBF de centros automaticamente selecionados (Scholkopf, Sung, Burges,
Girosi, Niyogi, Poggio, and Vapnik 1997). As metodologias utilizadas para a
estimacdo de parametros de SVMs com funcdes de kernel gaussianas podem
ser analogamente estendidas para redes RBFs.

2.6.3 Aprendizado por Algoritmos Genéticos

A computacdo evolucionaria (Goldberg 1989} pode ser aplicada ao treina-
mento de redes RBFs (Whitehead and Chaote 1994). Realiza-se uma estratégia
de busca para problemas de otimizagdo, baseando-se nos principios da teoria
da evolucio das espécies. Para uma dada funcao objetivo, denominada de
funcdo de fitness, busca-se uma solu¢do que a minimiza através de operacoes
genéticas entre os individuos de uma populagédo.

Cada época de ajuste de parametros representa uma populacdo de pos-
siveis solugdes, estas representadas por cada individuo. Este método pode ser
aplicado para a defini¢io de todos os parametros de uma rede RBF, desde que
se caracterizem func¢des de fitness para cada um.

Em (Chen, Wu, and Luk 1999) realiza-se um treinamento de redes RBFs,
onde se definem os parametros de regularizacéo e raios através de algoritmos
genéticos e Minimos Quadraticos Ortogonal Regularizado para treinamento
com regularizacio dos pesos da camada de saida.

2.7 Selecdao de modelos

O objetivo principal de um treinamento de RNAs nao € encontrar o mapea-
mento exato dos dados de treinamento mas modelar o processo responsavel
pela geragdo dos dados, ou em outras palavras, encontrar uma aproxima-
cdo para a funcio geradora dos dados. Desta forma, o modelo sera capaz de
avaliar com sucesso padrées que nio foram utilizados durante a fase de treina-
mento. Uma rede neural que possui respostas satisfatérias para padroes de
entrada inéditos possui uma alta capacidade de generalizacdo (Haykin 1994).

O problema de encontrar um modelo neural de alta capacidade de gene-
ralizacdo é resolvido encontrando a complexidade ideal de um modelo que se
adeque ao problema em questdo. Desta forma, o treinamento de RNA néo se
concentra somente em minimizar o erro de treinamento mas otimizar a com-
plexidade do modelo garantindo que a rede se comporte satisfatoriamente com
diversos padrdes de entrada.

A selecdo de modelos é a tarefa de determinar o modelo de complexidade
Stima para um dado problema de forma que se obtenham solugbes de alta
capacidade de generalizacao.
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Partindo do principio de que entradas semelhantes devem possuir saidas
semelhantes, a funcio gerada por uma rede neural deve ser a mais suave pos-
sivel. Onde a suavidade da funcio gerada por uma rede neural € representada
pela sua complexidade dada pelo nimero e magnitude dos seus parametros
livres.

Sio utilizados varios critérios para selecdo de modelos, bem como, diversas
metodologias para estimacéo de parametros e medidas de complexidade. Den-
tre os principais métodos, destacam-se a regulariza¢ao ("Ridge Regression'} e
a selecdo de sub-conjuntos (“Subset Selection”) (Orr 1996). As abordagens
multi-objetivo também se enquadram neste contexto e serdo estudados mais
detalhadamente no capitulo 3.

2.7.1 Polarizag¢do e Variancia

Um treinamento de redes neurais artificiais pode ser tratado como um pro-
blema de ajuste de superficie em um espaco de alta dimensao. Esta dimenséao
¢ dada pelo ntmero de parametros livres da rede em questio.

Busca-se um equilibrio entre a complexidade do modelo e a complexidade
exigida pelo problema, de forma que a construgio da superficie seja capaz
de criar um mapeamento suave que minimize o errc de generalizagio. Redes
de complexidade superior a exigida sdo capazes de um ajuste fiel aos dados,
porém, quase sempre o conjunto de dados possui ruidos que nio sdo dese-
javeis ao mapeamento. Em um outro extremo, redes de complexidade inferior
a exigida nao sa@o capazes de fazer um mapeamento satisfatério, gerando um
mapeamento polarizado.

Existem na literatura algumas medidas de complexidade para modelos
neurais, dentre eles o VC-dimension (Vapnik and Chervonenkis 1971), o nimero
de derivadas continuas (Girosi, Jones, and Poggio 1978} e a magnitude da
transformada de Fourier (Barron 1993). No trabalho atual, bem como nos al-
goritmos de treinamento multi-objetivo, utiliza-se a norma euclidiana de uma
matriz representativa dos parametros livres, como por exemplo, a norma da
matriz de pesos.

Redes com complexidade superior ao problema em questio resultam em
um sobreajuste {overfitting) do modelo. As solucgdes obtidas por estas redes
sobreajustadas possuem alta variancia, ou seja, possuem grande variabilidade
de solucdes, pois o elevado niimero de pardmetros livres resulta em uma maior
flexibilidade no ajuste da fungao. Neste caso, as fungdes geradas sdo menos
suaves e com um baixo erro de ajuste, como ilustra a Figura 2.5.

No caso analogo, redes de complexidade inferior ao problema proporcionam
um sub-ajuste {underfitting) do modelo. As solucGes obtidas por estas re-
des seriao semelhantes para varias realizacoes do conjunto treinamento, pos-
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suindo alta polarizaciao. Sao solugdes com um alto erro de ajuste e excessiva-
mente suaves como ilustra a Figura 2.6.

Sotucio com sobra~aLws
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Figura 2.5: Solugdo de uma RBF Figura 2.6: Solucido de uma RBF
para aproximacio de funcio seno para aproximacido de funcio seno
com sobre-ajuste. com sub-ajuste.

Uma solucédo com alta capacidade de generalizagio (Geman, Bienenstock,
and Doursat 1992} pode ser considerada como uma solu¢io que equilibra os
efeitos de polarizacéo e variancia obtendo um ajuste ideal para o conjunto de
dados de treinamento como ilustra a Figura 2.7.

Solugho da sjusts kKeal

T Y

T
=4 e Salda RBF
c O Padroas Trakenseiy

Figura 2.7: Solugao ideal de uma RBF para aproximacio de fungéo seno.

A Equacao 2.44 caracteriza o erro de treinamento segundo a média dos
erros quadraticos para uma funcio (fr..(z;T')) gerada por uma RNA como
estimador da regressdo E[d|x] dependente do conjunto de treinamento I' =
{x;,d;}}_, (Geman, Bienenstock, and Doursat 1992).
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Er(f(zT) - E(d|z])’] = (Bld|z] — E[‘[fma(mvr)])z + Er[(fra(2; T) = Erlfrma(z; D))
(2.44})

A funcdo Er[| representa a esperanca em relacao ao conjunto treinamento.

A Equacio 2.44 caracteriza o erro de treinamento em termos da contribuicao
da polarizacdo e da variancia. O termo ((E[d|z] — Er[frma(z,T)})*) caracteriza
o erro devido & polarizacdo onde em média fr..(z,I") é diferente de E[d|z].
Mesmo que a solugéo nio seja polarizada, fr..(z,['} pode ser altamente sen-
sivel aos dados, onde a variabilidade de solugdes distintas representada por
(Br[(frnal{z; T) — Er[fina(z; T)])?]) caracteriza a variancia.

QO algoritmo Backpropagation (Rumelhart, Hinton, and Williamns 1986) e
suas variacoes realizam a minimizacao da funcao de erro (Equagdo 2.11), A
utilizacdo deste tipo de procedimento pode ocasionar sobreajustes, pois nem
sempre € interessante obter um erro de treinamento minimo.

Alguns métodos possibilitam controlar a complexidade de uma RNA, através
de alteracées na estrutura fisica, como por exemplo o Optimal Brain Damage
{Cun, Denker, and Solla 1990). A divisdc dos dados em subconjuntos (treina-
mento e validagao) é também utilizada para evitar o sobreajuste como o Early
Stopping (Weigend, Rumelhart, and Huberman 1990) e o Cross-Validation (Stone
1978), além de métodos estatisticos como as SVMs (Vapnik 1995).

Segundo (Bartlett 1997), soluces com alta capacidade de generalizacdo
podem ser obtidas através do controle da magnitude dos parametros livres,
sem que seja necessario elimina-los da rede.

Baseando-se neste principio, as técnicas de regularizacao (Wahba 2000)
(D. Plaut and Hinton 1986} sio utilizadas de forma a aumentar a generalizagio
de RNAs. Durante o processo de treinamento, penalizac¢oes sobre a magnitude
dos parametros séo aplicadas de forma a reduzir o erro de generalizacao.

Um conjunto de métodos de treinamento de RNAs utilizam técnicas de
otimizac&o multi-objetivo para treinamento de redes MLP que minimizam o
erro de treinamento e a norma dos parametros livres encontrando solugées
com alta capacidade de generalizagio (Teixeira, Braga, Takahashi, and Sal-
danha 2000) (Costa, Braga, de Menezes, Parma, and Teixeira 2002). Uma
visdo geral destes métodos sera apresentada no capitulo 3. O objetivo prin-
cipal deste trabalho € apresentar uma metodologia de treinamento de redes
RBFs utilizando os conceitos de treinamento multi-objetivo.

2.7.2 Regularizacao

Existem problemas matematicos, conhecidos como problemas mal-definidos,
nos quais nao existe uma quantidade de informacao suficiente para a deter-
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minacio de uma unica solugéo pois as informacgoes disponiveis nédo sdo sufi-
cientes. Problemas desta natureza podem ser resolvidos através de técnicas
de regularizacao (Tikhonov 1963).

A métodologia de regularizacao conhecida como ridge regression é utilizada
para solucgdo de problemas de regressao linear mal-condicionados {(Hoerl and
R. W 1970). O mal-condicionamento € determinado pela dificuldade em cal-
cular a matriz inversa na solucédo de um sistema linear ocasionado pela de-
pendéncia linear entre os padroes de treinamento.

Ridge Regression

Partindo de um modelo de alta complexidade, € possivel reduzir a sua va-
ridncia inserindo uma quantidade de polarizagao no modelo. A introducéao de
polarizacdo proporciona uma restrigio no dominio das possiveis solucdes que
uma RNA pode apresentar. Tipicamente, isto pode ser alcangado removendo
graus de liberdade, ou seja, parametros livres da rede. O rigde regression nao
remove parametros mas diminui o nimero de parametros efetivos através do
controle da magnitude dos mesmos.

Esta técnica é a mesma que a de weight decay (Hertz, Krough, and Palmer
1991}, onde € acrescentado um termo de penalizacdo a funcao de custo uti-
lizada para otimizacdo do modelo penalizando solugbes que possuam um alto
valor de magnitude de seus parametros. Algumas funcées de penalidades séo
estudadas em (Friedman 1994},

Para as redes RBFs, as técnicas de ridge regression sio aplicadas para os
parametros da camada de saida por serem de natureza linear. O efeito da
regularizacido € provocar uma suavizacio na resposta da RNA reduzindo o
numero de parametros efetivos ao diminuir a flexibilidade do modelo.

A funcio de custo utilizada para determinagio do modelo neural é dada
pela soma dos erros quadraticos de erro € soma quadratica dos parametros
livres, ponderado por um unico termo de regularizagédo (Global Ridge Regres-
sion) (Equacao 2.45) ou com termos individuais para cada parametro livre
(Local Ridge Regression) (Equacio 2.46).

k h
T = (0 — frna(@))2+ 2D (ws)? (2.45)

i=1 j=1

k h
T =" = fonal@))?+ D Ajw? (2.46)

i=1 j=1
O termo A € o parametro de regularizacido que pondera a relagio entre a
minimizacao do erro de treinamento e o controle da complexidade do modelo.
Um valor pequeno de A possibilita encontrar solucdes de alta complexidade,
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ou seja, pesos de alta magnitude. Para valores altos de A encontra-se solugoes
altamente polarizadas ou de baixa complexidade.

A matriz de pesos 6tima, dada como solugdo que minimiza a Equacgao 2.45
é representada na Equacao 2.47 e a solucédo da Equagao 2.46 € dada pela
Equagdo 2.48 (Orr 1996).

W' = (HTH + )I,)'H™D (2.47)

W= (H'H+ A)'H'D (2.48)

Onde A é uma matriz diagonal formada pelos distintos termos de polariza-
cao.

A técnica de local ridge regression facilita o controle de complexidade em
funcées que possuem diferencas significativas de suavidade em diferentes
partes do espaco de entrada (Orr 1996).

Regularizagao de raio

A otimizacao por gradiente descendente para todos os parametros parece
forcar o valor de raio para zero. Por causa de tal caracteristica, € necessario
manter o raio fixo e otimizar as outras variaveis (ou Wang and Zhu 2000). Uma
solucio encontrada foi aplicar a otimizagdo sobre uma fungao de custo que
penaliza raios muito pequenos (Cohen and Intrator 2000) segunido a Equacgao
2.49.

N M M 1
E= 0,522(y2—t:)2+azr—k (2.49)
n=1 k=1 k=1

O termo de regularizagdo o deve ter um valor pequeno que possa ser esti-
mado a partir de um conjunto validagéo.

2.7.3 Critérios de selecdo de modelos

Afim de se obter uma medida que garanta a sele¢io de um modelo de alta
capacidade de generalizagdo, foram desenvolvidos estimadores para represen-
tar o comportamento de um modelo para padroes de entrada desconhecidos.
Os critérios de selecdo de modelos levam em considerac¢ao a matriz de projecéo
(P) e o numero de parametros efetivos (v).

P=1I,—HA'HT (2.50)

v = p — trace(P) {2.51)
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A matriz de projegdo projeta vetores no espago p-dimensional perpendic-
ular, onde p € o namero de padrbes de treinamento, para wm subespaco h-
dimensional, onde h é o niimero de funcées radiais.

O numero de parametros efetivos (Moody 1992} (Mackay 1992) € uma repre-
sentacdo da complexidade de um modelo que leva em consideragio o parametro
de regularizacdo utilizado na solugio de um sistema linear. O ntimero de pa-
rametros efetivos equivale ao niimero de parametros livres quando o termo de
regularizacao € nulo.

No contexto de critérios de selegcdo de modelo, a validacido cruzada (Cross-
Validation) (Golub, Heath, and Wahba 1979) e suas variaces sdo as ferramen-
tas mais utilizadas para estimacéao do erro de generalizagdo. A forma béasica
da validacgao cruzada € separar os dados disponiveis para criagao de modelos
em dois subconjuntos: o conjunto de treinamento e o conjunto de validacao.
Utiliza-se o conjunto de treinamento para o ajuste dos parametros e o conjunto
de validacgao para a avaliacdo da capacidade de generalizagio do modelo.

O erro de validacao (ey) passa a ser entdo um critério para a selegdo de
modelos. O modelo selecionado como o de melhor generalizacao serd o que
minimiza o erro para um conjunto de dados de validacao I'y = {x;,d;}.

ev=0,5.3 [di — f(x1)]” (2.52)

i=1

Para se evitar a polarizacido da solug¢io ocasionada por uma subdivisiao

particular dos dados, realizam-se varias subdivisdes de dados € o erro atribuido

ao modelo serda a média de todas as realizacdes. O caso exiremo seria utilizar

um padrio para validagio e o restante para treinamento para todas as com-

binagdes de subconjuntos. Esta técnica € denominada de leave-one-out (LOO)
e sua varidncia pode ser calculada analiticamente pela Equacao 2.53.

Y P(diag(P))?PY

(oo — TEU2E(E) 259

Uma outra variagfdo da validacdo cruzada, Generalised Cross-Validation, é

um critério que envolve um ajuste para erro meédic quadratico muito seme-

lhante ao leave-one-out. A Equacidoc 2.54 apresenta o calculo da variancia
deste erro.

2 pY PYY

Seov = trace(P)?

Outros critérios de selecdo de modelos apresentados na lteratura (Efron

and Tibshirani 1993) siao o Unbiased Estimate of Variance (Equacao 2.55) , Fi-

nal Prediction Error (Equacéo 2.56) e o Bayesian Information Criterion (Equacio
2.57).

(2.54)
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Y'Y
2 = 2.55
$77:1% P~ (2.55)
5 p+7Y'PY
P T ———— 2.
ErpE v p (2.56)
_ T
€dic = p+(In(p) - )y Y'BY (2.57)

p—v p
A Figura 2.8 apresenta um exemplo de avaliacao de critérios de sele¢ao de
modelos para o treinamento de redes RBF com 80 neurdnios de raio 0,05 para
o problema de regressio da fungéo seno.

Critarios do Solecao de Liadaiy Criterioe de Se'ecac de Moddla
T T T T T

02

gums
i
0% 4 o Log,,uz.um:-) 1 . 1 005 - 3 l-w,nf-vbd-) n o ]
Figura 2.8: Exempio de critérios Figura 2.9: Exemplo de critério
de selegdo de modelos baseados em de selecdo de modelos baseado em
termos de regularizagéo. conjunto validacéo.

Nota-se que todas as solugdes de minino critério de avaliagdo convergem
para valores proximos de um mesmo valor de termo de regularizacio.

2.7.4 Subset selection

Outra maneira de controlar o equilibrio de polarizacdo e variancia € trabalhar
com modelos distintos gerados a partir de um tnico conjuntc de dados. Ao
contrario das técnicas de regularizagio que atuam na magnitude dos paré-
metros livres, o subset selecion conirela a complexidade de modelo alterando
o nuiimero de parametros livres, ou seja, incluindo ou retirando neurénios de
redes RBFs.

Forward Selection

A partir de um conjunto de padrdes de treinamento, a metodologia de
foward selection, acrescenta um neurénio na camada escondida por iteragio.
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A inclusio de neurénios extras se encerra quando se atinge um valor minimo
de algum critério de selecao de modelos.

Nesta técnica se avalia a quantidade de neurdnios utilizados na camada
escondida e a cada nova estrutura de rede realiza-se alguma estratégia de
aprendizagem para estimar os parametros das func¢ées de base bem como os
pesos das conexdes da camada de saida.

Adotandoe a técnica de minimos quadrados ortogonais (Chen, Cowan, and
Grant 1991), a eficiéncia do técnica de foward selection pode ser aumentada
garantindo que cada novo vetor inserido na matriz de interpolacao correspon-
dente ao novo neurdnio seja ortogonal acs outros vetores.

O algoritmo RCE, apresentado em (Reily, Cooper, and Elbaum 1982} e sua
extensiao, P-RCE sao exemplos de foward selection onde se define a estrutura
de um rede RBF através de introducio de novos neurdnios quando necessario.

Backward Elimination

Analogamente ao algoritmo de foward selection, a técnica de backward se-
lection parte de uma rede com um nimero excessivo de fungdes de base. A
cada iteracdo, o neurdénio que causa o menor incremento de erro € eliminado
da rede. O algoritmo é finalizado quando se atinge um valor limite de erro de
treinamento ou entdo quando se atinge um valor de minimo de erro para um
conjunto de validagdo ou qualquer outro critério de selegao de modelos. Neste
momento, a complexidade do modelo € considerada a minima necessaria para
resolver o problema em questio.

2.8 Conclusées do capitulo

Neste capitulo foram apresentados os conceitos gerais sobre redes RBFs e
seus principais algoritmos de treinamento. Percebe-se que as RBFs possuem
uma formaliza¢do simples, assim como seus métodos de ajuste de parame-
tros, constituindo uma alternativa interessante para as redes MLP. O capitulo
seguinte abordara a metodologia multi-objetivo para treinamento de RNAs, em
especial redes MLP, na qual foi apresentada a primeira proposta deste tipo de
treinamento.
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CAPITULO |

3

Otimizacdo Multi-objetivo para
Treinamento de Redes Neurais

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos basicos sobre Otimizacao
Multi-objetivo (MOBJ) e sua aplicacéo para treinamento de redes neurais do
tipo MLP.

3.1 Introducao

A maioria do algoritmos para treinamento de redes neurais artificiais utiliza
apenas uma fungio objetivo para a determinag¢io de seus parametros livres,
representada pelo somatorio dos erros quadraticos (er) do conjunto de padrées
de treinamento I' = {x;, d; }.,

v
er =0,5.)_ [di — F(x)]*. (3.1)
i=1

As solucdes encontradas por esses métodos ndo garantem uma alta ca-
pacidade de generalizagfio, pois a minimizacgéo do erro de treinamento (er)
ndo garante a minimizagdo do erro de generalizagdo, principalmente quando
o conjunto de treinamento I" é constituido de dados ruidosos.

Conforme discutido no Capitulo 2, o projeto de redes neurais tem como ob-
jetivo encontrar solugdes de alta capacidade de generalizagao, onde se encon-
tra a complexidade adequada de um modelo neural necessaria para a solucao
de problemas de regressdo e classificagdo, estabelecendo um equilibrio entre
a polarizagéo e a variancia.

Através da abordagem multi-objetivo, é possivel limitar a complexidade
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efetiva de modelos neurais ao se representar uma medida de complexidade
através de uma funcio objetivo a ser otimizada simultaneamente com a funcao
de erro.

A complexidade pode ser restringida a partir da limitagdo do espaco de
solucdes. Esta limitagiao pode ser representada pela restricac do niimerc de
dimensoes, representado pelo niimero de parametros livres {Lawrence, Giles,
and Tsoi 1996} ou pela restricdo de valores atribuidos aos parametros, como
por exemplo, limitando a magnitude dos mesmos (Bartlett 1997).

Ao se controlar a magnitude dos parametros livres dos modelos neurais,
redes super-dimensionadas podem se comportar como sistemas menos com-
plexos. Desta forma, o problema da defini¢do do ntiimero de neurdnios a ser
utilizado em uma rede neural passa a ser contornado pelo controle da magni-
tude dos seus parametros.

No processo de treinamento de redes neurais, as funcoes de complexidade
e erro sobre o conjunto de freinamento sédo conflitantes, uma vez que atingir
niveis baixos de erro de aproximacéio exige modelos mais complexos, enquanto
que modelos muito simples nao séo capazes de mapear solugdes de baixo erro.
Desta forina, a otimizacdo multi-objetive se apresenta como uma importante
ferramenta para a solucéo deste problema por buscar a melhor relacéo entre
complexidade e erro para solugdes de redes neurais.

A seguir serdo apresentados os conceitos basicos de solucgdes de problemas
multi-objetivos e a utilizacdo de técnicas de busca de solugio para treina-
mento de redes do tipo MLP.

3.2 Fundamentos da Otimiza¢dao Multi-Objetivo

A solucdo de problemas multi-objetivo consiste em buscar solugdes que
otimizem simultaneamente mais de um objetivo, satisfazendo todas as res-
trigfes impostas. Dificilmente séo encontrados problemas cuja solugio torne
minimo todos os objetivos desejados. Tais solugées sdo denominadas solugdes
utopicas, uma vez que nao ha nenhum conflito entre as fungdes objetivo. Para
a matoria dos problemas, as relagdes de custo sdo contraditérias desejando
encontrar a solug¢éo que represente o melhor equilibrio entre todos os objeti-
vos.

Para um conjunto de solugdes de um problema multi-objetivo, existirao
solugdes que, ao comparadas com outras, serao consideradas melhores quando
um dos objetivos for considerado, mas piores ao se considerar os outros objeti-
vos. A busca por este conjunto de solugoes, denominado de solugdes eficientes
ou Pareto-6timo, constitui um dos principais passos na resolugao de proble-
mas de mais de um objetivo.
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Formalmente pode-se descrever um problema de otimizagao multi-objetivo
como encontrar um vetor @ = [wy,ws,...ws]T, correspondente ao vetor de va-
ridveis de decisdo ou de otimizagao, que minimize n critérios de avaliagao,
expressos como fungdes matematicas f;, denominadas fungdes objetivo, que
atendam a um conjunto de p restrigées de igualdade e m restrigoes de de-
sigualdade, representadas pelas fungées h; € g; respectivamente.

A

* = arg min
Q

f2(8)

h1 (Q) =0 (3.2)
hp(Q) =0

sujetto a: §
g1(Q) <0

gm(Q-) <0

\
Em problemas reais, as fungées A; e g; podem representar os limites tec-
nolégicos a partir dos quais ndo € possivel a realizacdo concreta de uma
solugdo. A regido de solugdes representada por estas funcgfes constitui a
regido de solugdes factiveis. Para o caso de treinamento de redes neurais, nio
existem restri¢cdes para os valores possiveis de suas varidveis de otimizacéo.

O conjunto Pareto-Otimo (Pareto 1896) caracteriza solugdes nao-dominadas
ou eficientes de problemas multi-objetivos onde nao € possivel determinar a
priori, qual solucéo pertencente a este conjunto € a melhor.

Quase sempre o conjunto Pareto-Gtimo (¥*) € formado por mais de uma
solucdo, de forma que se necessite estabelecer critérios de decisdo para deter-
minacao da solucio finai de um problema multi-objetivo. Esta etapa € conhe-
cida como Etapa de Decisdo. Neste momento, todas as solugbes constituintes
de um conjunto Pareto sdo avaliadas segundo algum critério de selecéo, de
forma que apenas uma solugéo seja selecionada como resposta para o pro-
blema.

A Figura 3.1 apresenta um exemplo de solu¢des que aproximaim um con-
junto Pareto. Este conjunto de sclucdes determina o limite entre o espago de
solucdes possiveis e 0 espago de solugdes nao existentes.

35




Capitulo 3 Ofimiza¢ao Multi-objetivo para Treinamento de Redes Neurais
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Figura 3.1: Exemplo de um Conjunto Pareto-6timo para Otimizacdo bi-
objetivo.

Atualmente, diversos pesquisadores buscam desenvolver metodologias efi-
cientes para geracdo de conjunto Pareto-6timo (Takahashi, Peres, and Fer-
reira 1997) (Costa, Braga, de Menezes, Parma, and Teixeira 2002), bem como
critérios para sele¢do de solugdes na etapa de decisdo (Medeiros 2004).

Neste trabalho sera utilizado o método e-restrito (Chankong and Haimes
1983) para solugdo do problema multi-objetivo, pois por enquanto nao se de-
seja avaliar a eficiéncia computacional, mas a possibilidade de se encontrar
solucbes para redes neurais do tipo RBF de aita capacidade de generalizagéo.

3.3 Treinamento Multi-Objetivo para redes MLP

A utilizacdo de um método multi-objetivo para treinamento de redes MLPs
foi proposta em (Teixeira, Braga, Takahashi, and Saldanha 2000). Uma outra
técnica de geracdo de solugdes eficientes fol apresentada em (Costa, Braga,
de Menezes, Parma, and Teixeira 2002) que adota os mesmos conceitos de
controle de generaliza¢ao para redes MLPs porém tratando o problema da con-
vergéncia na busca de solugdes do conjunto Pareto-6timo.

A formulacio do problema multi-objetivo para treinamento de redes MLPs
é construida a partir de dois funcionais. O funcional erro de treinamento
{er) representa a qualidade de aproximacdo do modelo segundo um conjunto
de padrdes de treinamento e a medida de complexidade € representada pela
norma euclidiana de seus parametros livres (||W]), constituido pelo vetor de
pesos das conexdes entre os neurdnios das camadas de redes MLPs.

Uma vez que a flexibilidade de um modelo € controlada pela magnitude
de seus parametros livres, néao se realiza nenhuma modificacéo estrutural na

36




3.3 Treinamento Mulli-Objetivo para redes MLP

arquitetura da rede em treinamento. Dado um conjunto de padrées de treina-
mento {T' = {x;,d;}._,}), o algoritmo parte de uma rede super-dimensionada
e busca encontrar a melhor relacdo entre er e |W|| que leve a aumentar as
chances de encontrar solug¢des de alta capacidade de generalizacao através da
limitacdo de complexidade e minimizagdo do erro de treinamento. O treina-
mento de redes MLP pode entio ser representado pelo problema multi-objetivo
descrito por

W?* = arg min
W

{ J1(W) = ep(W) (3.3)

fo(W) = [[W]

em que nao ha nenhuma restricio no espacgo de solugdes.

As solucgtes encontradas podem ser representadas em um espago sclugio
$2 definido pelos funcionais norma e erro. Existirdo neste espaco, z solugoes
que, comparadas a todas as outras, serdo melhores em algum dos objetivos,
mas piores ao se considerar o outro objetivo. Tais solucdes sio ditas eficientes
e constituem o conjunto de solug¢des Pareto-6timo (9* = {W7 }2,).

A primeira etapa de treinamento de redes MLPs é encontrar o conjunto de
solugoes eficientes, onde cada solugao representa uma RNA de complexidade
distinta que possua um erro de freinamento minimo. Desta forma, o universo
de modelos disponiveis para selegdo se torna mais restrito com a garantia de
que estas solucdes séo as mais eficientes possiveis para uma dada arquitetura
de RNA.

Existem algumas metodologias para a geragdo do conjunto de solugdes efi-
cientes para redes MLP, onde pode-se destacar o método e-restrito, o algoritmo
de Relaxacio (Teixeira 2001) e o treinamento por Modos Deslizantes (Costa
2001).

A Figura 3.2 ilustra um conjunto de solugdes eficientes para o problema de
treinamento de redes MLPs.
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Figura 3.2: Exemplo de um Conjunto Pareto-6timo para treinamento de redes

MLP.

E importante notar que o conjunto Pareto possui solugdes sub-ajustadas,
representadas por modelos de baixo valor de norma € alto valor de erro e
solugdes super-ajustadas, localizadas em pontos de alto valor de norma e
baixo valor de erro. Entre os dois extremos de ajuste, esta localizada a solucéo
que equilibra os efeitos de polarizagéo € varidncia. Esta solugdo possui um
ajuste ideal para um dado conjunto de dados.

O ultimo passo € selecionar a solugioe pertencente ao conjunto de solugédes
eficientes que possua a maior capacidade de generalizagio. Esta etapa é co-
nhecida como Efapa de DecisGo, onde se aplica algum critério ou algoritmo
para a selecao de modelo, dito como decisor.

Por se fratar de um critério simples e aplicavel a modelos nao lineares,
o critério de selecdo de modelo utilizado para o treinamento de redes MLPs
é o erro para o conjunto de validacdo. Desta forma, o conjunto de solugdes
eficientes ¢é avaliado para um conjunto de dados de validagéo (I'y = {X,;, dui }or,)
e a solucdo final é escolhida como a que possui o valor minimo de erro de
aproximacéo (ey} para este conjunto.

A regra de deciséo utilizada para treinamento de redes MLP € dada por

W* = arg miney(W) (3.4)
Wed~
v
ey =0,5. 3 [dy — f{xw)]’, (3.5)

=1

onde ey representa o erro de predicdo para um conjunto I'y de padrées de
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validacao.
A seguir serdo apresentadas algumas metodologias de geracéo de conjunto
Pareto para treinamento de redes MLF.

3.3.1 Meétodo -restrito

A solucgdo de problemas de muiltiplos objetivos pode ser obtida por meio
do método e-restrito (Duckstein 1984), que transforma um problema multi-
objetivo em varios sub-problemas mono-objetivos. A geracdo de solucéges efi-
cientes ocorre ao realizar-se a otimiza¢io de um objetivo enquanto que os
demais serdo considerados restricées. Logo, um problema multi-objetivo é
resolvido através de diversas solugées encontradas para um problema mono-
objetive ao se considerar diferentes valores de restricao (g;). A variacio de
g; permite gerar o conjunto Pareto-6timo mesmo que o problema seja nio-
COnvVeXxo,.

De acordo com o método e-restrito (Duckstein 1984), um problema de m
objetivos, sem restrigbes, pode entio ser formulado segundo

agg min f;(£2)

f2(Q) &g, parai=12, ., 2z (3.6)
sujeito a: :
fm(Q) €&y, parai=1,2,..., 2,

e resolvido para z valores de restrigao.

Sua aplicagédo para o treinamento de redes MLP foi apresentada em (Tei-
xeira 2001}. Neste problema a func¢io objetivo escolhida para se tornar uma
restricédo foi a fungdo norma. A busca pelo conjunto Pareto-6timo, parte de
redes sub-dimensionadas de norma restrita a baixos valores de ¢, em direcido
a solugdes super-dimensionadas de normas restritas a altos valores de ¢,,.

arg min ep(w)
w (3.7)
sujeito a: |Wl < ¢, parai=1,2,..z2

O meétodo e-restrito possui uma baixa complexidade computacional para

problemas lineares, porém problemas néo lineares exigem um grande esforgo

computacional. A grande dificuldade esti em determinar os valores de ¢,,;,

pois dependendo dos valores escolhidos, o problema pode se tornar infactivel
ou até gerar pontos ndoc-eficientes.
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3.3.2 Meétodo de Relaxacido

No trabalho (Takahashi, Peres, and Ferreira 1997) € apresentada uma vari-
acdo do método s-restrito. Esta nova abordagem contorna o problema de ge-
ragao de problemas infactiveis pelo fato de se estabelecer valores de restrigoes
aceitaveis.

Seja f** o vetor de objetivos referentes a solugéo utépica do problema e f*
o vetor de objetivos correspondentes a cada minimo individual do problema,
determina-se o vetor v de valores objetivos

v=f"+> alfi— ). (3.8)
i=1

Assim como no método e-restrito, o problema multi-objetivo € reescrito
como um problema mono-objetivo descrito por

arg min n
@ ¥ (3.9)
sujeito a: f(y) < f** +nv,

onde as fungdes de restrigido incorporam as fungdes objetivo do problema ori-
ginal.

Desta forma, o método de relaxagéo estrutura a busca de solugdes para a
formagdo do conjunto Pareto-6timo. Com o uso da funcio de custo auxiliar,
todas as funcdes objetivo iniciais sédo tratadas como restricées as quais séo
linearmente dependentes da variavel auxiliar 2.

Para o treinamento de redes MLP, primeiramente realiza-se um treina-
mento supervisionado de uma rede super-dimensionada segundo um métode
de treinamento mono-objetivo. A solugio encontrada é utilizada para o treina-
mento multi-objetivo com a proposta de obter um nimero z de novas redes de
complexidade inferior.

O vetor v é construido por meio de z combinacdes convexas de vetores
formados pelo 6timo de cada fungéo objetivo segundo

v=f"t+a{ff —f+1-a)(fs—f"), para 0 <o; < 1. (3.10)

O valor de f; equivale ao valor da funcéo erro avaliado para a solugao (W:})
encontrada no treinamento realizado anteriormente e o valor de f; € trivial,
uma vez que a solu¢do que minimiza a norma de pesos (W,) equivale a valores
nulos para todos os parametros. A solugio utépica f** € formada pelo vetor
correspondente ao valor de erro para a soluciio W, € a norma de pesos da
solugio Wy, ou seja,
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Wi = akl;g min f, = er(W) (3.11)
Wy =arg min f, = g (3.12)
o1 = f1(W7) (3.13)

@2 = fo(W5) (3.14}

f= {Z: ] : (3.15)

Cada vetor v; sera responsavel pela geragdo de uma solucio do conjunto
Pareto-6timo que corresponde a uma solugéo factivel para o problema multi-
objetivo. O problema de treinamento de redes MLPs fica ent4o representado
pelo problema mono-objetivo descrito por

W* = arg min
Wg W‘nﬁ

a(W,n}=ep—p1 —nug, 0 (3.16)

G (W) = [|W]| — @2 — i, <0

O meétodo apresentado propde a utilizacdo dos dois extremos para a de-

sujeito a: {

terminacio das solugdes intermediarias do conjunto Pareto-otimo. Apés a
determinacio do conjunto de solucdes eficientes, adota-se um decisor para
aplicacdo de algum critério de selecdo de modelo.

3.3.3 Controle por Modos Deslizantes

O algoritmo SMC-MOBJ proposto em {Costa, Braga, de Menezes, Parma,
and Teixeira 2002) faz uso de uma técnica de controle conhecida como Teo-
ria de Modos Deslizantes (Itkis 1976) para o problema de treinamento multi-
objetivo de redes MLP (Teixeira, Braga, Takahashi, and Saldanha 2000). A ver-
sdo para treinamento mono-objetivo destas redes € apresentado em (Parma,
Menezes, and Braga 1998).

A direcdo de busca utilizada para ajuste de parametros livres de redes MLP
é determinada pelas Superficies de Deslizamento, definida em func¢éo do erro
e norma de pesos e suas respectivas derivadas.

Durante o treinamento da RNA, estabelece-se um ponto desejado no espago
1?2 definido pelos funcionais norma e erro. O algoritmo SMC-MOBJ conduz a
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solucgdo ao ponto desejado através de duas superficies de deslizamento que se
interceptam neste ponto desejado.

A primeira superficie é definida pela diferenca entre o erro atual da solucao
err € o erro desejado ery, segundo a Equacido 3.17. A segunda superficie é
definida pela diferenca entre a norma atual |[[W;| e a norma desejada |[W,]|
{(Equacao 3.18).

Se = éry — €ra (3.17)

S = IWel* — [Wal? (3.18)

A funcido de custo referente & busca de um ponto desejado no plano de
solucgdes caracterizado por erro e norma € representada por

J = 0,25(epr — erg)® + 0, 25(| Wi ||? — |[WalD)2. (3.19)

A direcao utilizada para ajuste dos parametros livres {Aw)} apresenta um
termo relativo a superficie de erro € um termo relativo 4 superficie de com-
plexidade (Equagao 3.20). Ambos os termos sdo ponderados por respectivos
ganhos (a e 8} e a direcéio € dada pelos sinais (sgn) das superficies de desliza-
mento, conduzindo a solugdo ac valor de erro e normna desejados.

Ay == ——a.sgn(Se).geT — B.5gn(Sy) wi; (3.20)
wij
+1, para 5>10
3gn{S) = 0, para §=0 (3.21)
~1, para S <0

O conjunto de solugdes eficientes pode ser obtido, através deste método,
ao tentar alcancar solugées localizadas na regiao de solugdes nio-existentes.
Desta forma, a busca de uma solucio ac movimentar em diregdo a um valor de
erro e norma nao-existente, ficara interrompida no limite da regido de solugoes
factiveis, onde se localiza do conjunto Pareto-6timo. O processo de busca de
solucgdes naoc-existentes € realizado para varios valores de ||W| desejados e
erro muito baixos, de forma a gerar um conjunto de solucgdes eficientes como
aproximacio do conjunto Pareto-6timo. Outras variagdes sobre o algoritmo
apresentado, bem como um estudo sobre os critérios de convergéncia sao de-
talhados em (Costa 2001).
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3.4 Conclusdoes

Neste capitulo, abordaram-se os fundamentos de otimiza¢do multi-objetivo
utiizados no treinamento de redes MLP. Todos os métodos necessitam de uma
busca de solucdes com varios niveis de complexidade distintas afim de encon-
trar a solugio que melhor equilibra os efeitos de polarizacéo e varidncia. A
selecio da solucao final € realizada pela etapa de decisdo onde se aplica al-
gum critério de selecao de modelo que garanta um baixo erro de generalizacgao,
em geral representado pelo erro para um conjunto de valida¢do. O capitulo
seguinte serd apresentada uma nova proposta de algoritmo de treinamento
multi-objetivo, desta vez para redes RBF.
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CAPITULO |

4l

Otimizacdo Mulfi-objetivo para
freinamento de RBF

Este capitulo apresenta uma nova metodologia de treinamento de redes
neurais artificiais de func¢ao de base radial. O algoritmo apresentado foi desen-
volvido com o objetivo de encontrar um equilibrio entre polarizacéo e varian-
cia através do controle da complexidade de redes RBF por meio da otimizagéo
multi-objetivo.

Inicialmente sera apresentado o comportamento das solugdes obtidas com
redes RBFs em funcio de seus parametros livres, assim como uma medida de
complexidade para a camada escondida destas redes.

4.1 Introducao

Na abordagem multi-objetivo para redes multi-layer perceptron (MLP) (Tei-
xeira, Braga, Takahashi, and Saldanha 2000)(Costa, Braga, de Menezes, Parma,
and Teixeira 2002), o equilibrio entre a polarizagéc e variancia € representado
pela otimizacio da soma quadratica do erro de treinamento € da complexidade
da rede neural, representada pela norma dos pesos das conexoes entre seus
neuronios.

Em funcéo da diferenca de fungdes internas dos neurdnios das camadas
ocultas, a medida da complexidade utilizada para redes MLP nao pode ser
aplicada aos parametros livres presentes nas camadas escondidas de redes
RBFs. Enquanto que as redes MLP utilizam valores de pesos de conexdes
para ponderacao das entradas e fungées sigmoidais, as redes RBF fazem uso
de distancias relativas e funcdes de transferéncia radiais. A diferenca entre
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o tratamento da informacéo entre estas redes exige a definicio de uma nova
medida de complexidade a ser aplicada para os neurdnios da camada inter-
mediaria de redes RBF.

Os neurdnios presentes na camada de saida de uma rede RBF siao seme-
lhantes aos neurdnios da camada de saida de redes MLP, podendo fazer uso
da norma da matriz de pesos das conexdes destes neurénios. Para a caracte-
rizacéo da camada escondida, que possuem uma natureza diferente das redes
MLP, utilizou-se a norma da matriz de interpolagio.

Nota-se que o estudo envolve trés grandezas distintas: a complexidade da
camada de saida, a complexidade da camada escondida e o erro de treina-
mento. Deseja-se encontrar a complexidade minima necessaria de modo que
a resposta representada por uina rede neural seja a mais suave possivel, nao
mapeando os ruidos dos dados de treinamento. Desta forma, serd possivel
encontrar solugées de maior capacidade de generalizacao.

Este problema possui a natureza de um problema de otimizacdo multi-
objetivo onde se deseja minimizar simultaneamente a complexidade do modelo
neural e o erro de ajuste.

4.2 Caracterizacdao de complexidade em redes RBF

De acordo com a arquitetura de redes RBF, o tratamento da informacéo
é distinto entre as suas duas camadas. A camada escondida realiza uma
transformacéio nio linear dos dados de entrada, de acordo com os valores de
distancia e dispersédo das fung¢des de base radial e a disposi¢do espacial dos
dados de entrada. O estudo realizado neste trabalho € abordado em redes
de fungdo de base gaussianas. A extensao dos resultados aqui representados
para outros tipos de funcao de base constitui uma proposta de continuidade.

O numero de funcdes de base radial € seus parametros caracterizam a
complexidade da camada escondida de uma rede RBF. E desejavel encontrar
uma medida que caracterize um nivel de complexidade para esta camada de
forma que se possa controlar a flexibilidade do modelo RBF.

Pelo fato de as redes RBF utilizarem uma combinacio linear de funcoes de
base radiais de pardmetros de naturezas distintas, existem comportamentos
especificos que diferem suas solugbes quanto & questio do dilema de polari-
zacgao e variancia.

Para modelos de poucos neurénios na camada escondida e raios pequenos,
o espaco de entrada coberto pelas funcoes de base € restrito a regides muito
préximas aos centros das funcées de base caracterizando solugdes de respos-
tas locais conforme ilustra a Figura 4.1.

Solucgdes de sub-ajuste ocorrem quando se possui poucos neurdnios de
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raios relativamente altos (Figura 4.2). Enquanto que, solugdes de sobre-
ajustes sdo mais comuns em redes de muitos neurdnios na camada escondida
e baixos valores de raio (Figura 4.4).

Outra situacdo especifica de redes RBFs ocorre em modelos de muitos
neurdnios na camada escondida e raios grandes. Neste caso, 0 espago de
entrada é amplamente coberto, ocorrendo grande superposiciao dos espacos
de mapeamento das fung¢oes de base.

Desta forma, os padrées de entrada sdo mapeados para pontos muito pré-
ximos em um espaco de alta dimensionalidade. Este conjunto de dados ma-
peados acaba perdendo sua representatividade, tornando a matriz de interpo-
lagcdo uma matriz mal condicionada, formada por um grande nimero de ve-
tores linearmente dependentes. O problema linear de determinagédo dos pesos
da camada de saida se torna mal-condicionado, impossibilitando a geracio de
solucoes satisfatérias. A Figura 4.5 apresenta uma solugéo encontrada para
uma situagéo de mal condicionamento da matriz de interpolagao.

A Tabela 4.2 apresenta um resumc dos comportamentos das solugdes de
redes RBF segundo as condic¢des da camada escondida e as suas respectivas
respostas ilustrativas para um problema de regresséo da funcéo seno a qual
foi adicionado um ruido gaussiano de média nula e desvio padrac de valor 0,4.

A determinacic do namero de neurdtnios, bem como as posi¢des dos cen-
tros e magnitude do valor de raio das func¢ées de base radial € totalmente de-
pendente do conjunto de dados utilizado para treinamento. Os valores de pe-
so0s sdo dependentes do mapeamento realizado pela camada escondida, tendo
forte correlagdo com o condicionamento do sistema linear formado pela matriz
de interpolagéo e a matriz de pesos de conexoes.

Tabela 4.1: Comportamento de solugées em relagdo aos parametros da ca-
mada escondida de redes RBFs.

Arquitetura Ajuste Solucéo Figura
Poucos neurdnios € raios pequenos Local Local 4.1
Poucos neurdnios e raios grandes | Sub-ajuste Polarizada 4.2
Neurénios e raios médios Ajuste Equilibrada 4.3
Muitos neurénios e raios pequenos | Sobre-ajuste Varidneia 4.4
Muitos neurdnios e raios grandes Global Mal-Condicionada | 4.5
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Conforme discutido anteriormente existem cinco comportamentos distin-
tos na caracterizacdo de solugdes para redes RBF. Tais caracteristicas cor-
respondem a certos valores de erro de ajuste para os conjuntos de dados de
treinamento e validacao.

As superficies 4.6 e 4.7 apresentam um exemplo de comportamento do erro
de treinamento e validacio para diversas combinagdes de niimero de centros
e valores de raio.

Erro de treinamento Etio do validacao

Ero Validacao

a0

Cenlros Aaio Cenlros

Raio

Figura 4.6: Superficie de erro Figura 4.7: Superficie de erro de
de treinamento segundo valores de validacdo segundo valores de raio e
raio e centros. centros.

As superficies apresentadas foram obtidas avaliando varias combinacdes
de valores de raios ¢ numeroc de centros para o problema de regressio da
funcao seno. Os centros foram determinados pelo algoritmo K-médias (Mac-
Queen 1967) e os pesos pelo método dos Minimos Quadrdticos (Orr 1996).

As superficies ilustram o comportamento de ajuste para redes superdimen-
sionadas, nas quais o erro de treinamento atinge seu valor minimo em uma
configuracgdo diferente da solugio de menor erro de validacio.

ATabela 4.2 apresenta a relagio geral das possiveis combinagdes de topolo-
gia de redes RBF que foram discutidas na Tabela 4.2 e as Figuras 4.8 e 4.9
apresentam as curvas de nivel de erro e a localizagio de cada categoria de
solu¢ao para as superficies de erro de freinamento e validagdo para o caso
da aproxima(;éo da fun¢ao seno. O ponto assinalado representa a solucdo de
melhor generalizacdo, caracterizado pela configuracgdo de valor minimo para o
erro de validagéo.
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Tabela 4.2: Categorias de soluc¢des segundo os parametros da camada escon-
dida de redes RBFs. '

Solucao Arquitetura
1 Poucos neurdnios e raios pequenos
2 Poucos neurdnios e raios grandes
3 Numero de neurénios e raios médios
4 Muitos neurdnios e raios pequenos
5 Muitos neurdnios e raios grandes

Ero de validacao
T T ¥

Eiro de treinamento

Aaio

Figura 4.8: Projecdo de erro de Figura 4.9: Projecdo de erro de va-

treinamento para configuracdes de lidacdo para configuracdes de cen-

centros e raios. tros e raios

Apds apresentado o comportamento das solugdes segundo a configuragio
do nimero de centros e raios da camada escondida de redes RBF, serio suge-
ridas quantidades para medi¢io de complexidade para estas redes.

4.2.1 Caracterizacdo de complexidade para a camada escondida

Conforme apresentado, o ntiunero de centros e valor dos raios sdo grandezas
determinantes para a caracterizacido das solucdes de redes RBFs. Neste tra-
balho ¢ apresentada uma forma de representar a integracéo entre estas duas
grandezas para caracterizacio de complexidade de neurénios da camada es-
condida. A medida proposta a ser utilizada é a norma euclidiana da matriz
de interpolacdo (||H||). Existemn outras medidas para norma de matrizes mas
estas nao foram exploradas neste trabalho.

As Figuras 4.10 e 4.11 ilustram o comportamento desta medida de com-
plexidade segundo variacdo do numero de centros e valores de raio para um
problema de regressdo da func¢io seno. O comportamento dos parametros
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ilustrados neste trabalho se estendeu para todos os outros conjuntos de da-
dos nos quais foram realizados os mesmos testes.

Medida da complexidada para camada escondida
T T T T T T

5

]
Centros 0 Raio Raio

Figura 4.10: Superficie de carac- Figura 4.11: Curvas de nivel da su-
terizacdo de complexidade para ca- perficie de caracteriza¢io de com-
mada escondida. plexidade para camada escondida.

A matriz H é construida a partir da avaliagao de cada funcio de base para
todo o conjunto de treinamento. Nas Figuras 4.12 e 4.13 sao apresentados os
comportamentos das funcoes de base gaussianas segundo o valor de distancia
€ raios.

distancia raic

Figura 4.12: Resposta de funcao Figura 4.13: Resposta de funcéao
gaussiana segundo variacdo do gaussiana segundo variagdoc do
parametro distancia para trés valo- parametro raio para trés valores de
res de raio. distancias.

Analisando as Figuras 4.12 e 4.13 pode-se observar que quanto maior a
distdncia euclidiana entre um padrdo de entrada e o centro de uma funcéo
de base ou menor for o raio, mais préximo de zero serd o valor do respectivo
elemento da matriz H.
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Analogamente, a saida se aproxima da unidade para casos onde existe um
alto valor de raio ou a distarncia entre o padriao de entrada e o centro de uma
funcio de base seja préximo de zero. Nao existem, portanto, elementos nega-
tivos ou superiores a unidade na matriz H de saida de neurénios da camada
escondida.

Logo, se uma quantidade provoca o incremento do valor de alguma funcgao
de base, a norma de H também sera afetada da mesma forma. Assim, a me-
dida de complexidade para a camada escondida € func¢io do comportamento
conjunto de todas as funcoes radiais, dada por

p c

IH| = FX,CR) = 1> > 4% 4.1)
i=1 j=1

Sendo os elementos de H limitados entre [0,1]. o intervalo de valores pos-
siveis para ||H| pertence a [0,,/p-cl, onde p € o numero de padrdes de entrada
e ¢ o mimero de fungoées de base radial.

Dado uma disposigio espacial C de centros escolhida aleatoriamente, o
método k-médias encontra a disposicido de posigdes de centros que minimiza
a funcio de custo da Equacao 4.2 que representa a distincia média entre os
padrdes de treinamento e centros de fun¢oes de base.

J=2_2 lxa = el 4.2)

h=1 Qn
Em relacdo a construcio da matriz H, o método k-médias pode ser visto
como um problema de otimizag¢do que minimiza a distidncia média e maximiza
a norma de H para um dado conjunto X de dados de treinamento e valores R
de raios.

C" = argmax(|/H}) (4.3)

As Figuras 4.14 e 4.15 ilustram o comportamento da norma de H, segundo
a aplica¢do do método k-médias para varios nimeros de neurdnios na camada
escondida.
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Figura 4.14: Distancia meédia em

Figura 4.15: Norma de H em funcéo
funcio do mimero de centros. das distancias médias.

Uma vez que o algoritmo k-médias determina automaticamente as posicoes
de centros que maximizam a norma de H, o parametro C fica pré-determinado
em funcido do nidmero de funcgdes de base utilizados.

A influéncia no valor de raio para o valor da norma de H é uma relacéo
analoga a questdo da distdncia, conforme foi apresentado para as fungdes
de base. Uma vez incrementado o valor de um elemento de H, representado
pela saida de uma fungéo de base, a norma de H também sera incrementada.

A Figura 4.16 apresenta um exemplo do comportamento da norma de H em
funcéo do valor de raio.

Figura 4.16: Exemplo de relacdo entre norma de H e valor de raio.

Pode-se concluir entdo que o valor de norma de H, representado por |[H, é
uma quantidade que leva em consideracio a influéncia do raio e centros para
caracterizagdo de complexidade para a camada escondidada de RBFs.

A qualidade da solucao encontrada por redes RBF esta intimamente ligada
ao condicionamento da matriz de H. Quando ocorre um mapeamento onde
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existe perda de representatividade dos dados de entrada, a matriz H formada
pela transformacao nao-linear dos dados de entrada possui um alto condicio-
namento {(Equacao A.8) e os vetores comegam a se tornar linearmente depen-
dentes. Isto pode ser representado pela diminui¢do do posto (rank) da matriz
H.

A Figura 4.17 apresenta o comportamento dos erros de treinamento e va-
lidacao para uma rede super-dimensionada onde os centros sdo coincidentes
com os elementos do conjunto de validagao. E possivel visualizar o erro gerado
pelo mal condicionamento de H, uma vez que os padrées se tornam linear-
mente dependentes como ilustra o comportamento do posto de H na Figura

4.18.

Rank da H

Figura 4.18: Comportamento do
posto da matriz H segundo va-
lores de raio para rede super-

Figura 4.17: Comportamento de
erro segundo valores de raio para

rede super-dimensionada. ] )
dimensionada.

O objetivo de se definir a combinacéao entre raios e centros esti relacionada
ao intervalo entre o valor minimo de condicicnamento (Equacio A.7) e o valor
determinado como mai-condicionade para um dado problema. A norma da
matriz de interpolacio (J|H||) € uma medida continua e pode representar indi-
retamente o condicionamento de uma rede RBF.

As Figuras 4.19 e 4.20 apresentam os valores de condicionamento {em es-
cala logaritmica) para a combinacio de numero de centros e valores de raio
para redes RBFs. Pode-se observar nitidamente uma fronteira de alto incre-
mento de condicionamento. Esta fronteira identifica o subespago de combi-
nacdes de centros e raios que resultam em solugdes mal condicionadas.




4.2 Caracterizacdo de complexidade em redes RBF

Condicionamenta de H
! :
i

Centros Raic Aan

Figura 4.19: Superficie de caracte- Figura 4.20: Curvas de nivel de ca-

rizacdo de condicionamento da ma- racterizagio do condicionamento da
triz de interpolagao. matriz de interpolacéo.

Apés explorado o comportamento das solugées segundo a variagao dos pa-
rametros livres da camada escondida, pode-se assumir que a matriz de in-
terpolagdo possui informacgdes relevantes para treinamento de redes RBFs. A
norma de H € uma medida continua que leva em consideracao os valores de
raio e centros das func¢des de base radiais tendo relagio direta com a qualidade
do mapeamento néo-linear, representado pelo condicionamento da mesma.

4.2.2 Caracterizacdo de complexidade para a camada de saida

Pelo fato de a camada de saida das redes RBFs ser linear, como as redes
MLP, a caracterizacao de complexidade desta camada fica estabelecida pela
norma da matriz de pesos, representada por |W|. As Figuras 4.21 e 4.22
apresentam um comportamento da norma da matriz de pesos para um caso
simples de dois parametros livres.
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Medida de complexidade da camada da saida

awn

Figura 4.21: Superficie de carac- Figura 4.22: Curvas de nivel da su-
terizacido de complexidade para ca- perficie de caracterizacdo de com-
mada de saida. plexidade para camada de saida.

A matriz de pesos ¢ determinada a partir da saida dos neurdnios da camada
escondida, representada pela matriz H. Desta forma, o comportamento da
norma de W ¢ definido pelas caracteristicas da matriz H, principalmente o seu
- condicionamento.

A influéncia do mal-condicionamento pode ser observada pelo aumento ex-
cessivo da norma da matriz de pesos conforme ilustram as Figuras 4.23 e
4.24,

Medida de complexidade para camada de salda
P ||| O S B O

Centres Raic

Figura 4.23: Superficie de carac-

Figura 4.24: Superficie de carac-
terizacdo de complexidade para ca- g p

terizacao de complexidade para ca-

mada de saida segundo valores de
mada de saida.

raio e centros.

O comportamento da norma de pesos € muito relacionada com o condicio-
namento de H, uma vez que mapeamentos pouco representativos, caracteriza-
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4.3 Relacao de complexidades enfre camadas

dos por alto condicionamento exigem uma complexidade maior para a camada
de saida atingir baixos erros de treinamento. A Figura 4.25 ilustra a relagiao
entre o condicionamento de H e a norma de W para varias combinacdes de
centros e raios avaliadas.

: v : * bv,,(ﬁwm
Figura 4.25: Exemplo de solucdes para a relagido entre norma de W e condi-
cionamento de H,

Apesar de o aumento da norma da matriz de interpolagao estar relacionado
com o aumento da norma da matriz de pesos, nao foi encontrada uma relagao
analitica direta entre estas duas grandezas. A se¢io seguinte apresentara um
relacao de desigualdade entre as relagées de complexidade. Como néo se pode
inferir efetivamente na relacio entre as duas camadas, as duas medidas de
complexidade serdo tratadas independentementes.

4.3 Relacdo de complexidades entre camadas

Utilizando uma anilise de sensibilidade de sistemas lineares € sua solugéao
por minimos quadraticos é possivel estabelecer uma relagao entre as grandezas
presentes nas duas camadas de uma rede RBF.

Uma matriz H inicial é estabelecida a partir de uma distribuicio de centros
e valores de raio muito baixos. Partinde de um valor de raio minimo e o
aumentando gradativamente, os elemenfos de H comegam a aumentar sua
magnitude. A matriz de interpola¢&o modificada (H,) pode entdo ser uma soma
algébrica da matriz original H e uma matriz de perturbacio representada por
dH (Equacéao 4.4).

H,=H+H 4.4)

Sendo a matriz de saidas desejadas, Yd, constante durante o treinamento,
a matriz de pesos também devera ser modificada de modo a compensar a
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perturbacio éH {Equacao 4.5).

Wy =W +0W (4.5)

Pode-se entao analisar a influéncia da perturbacao ¢H, causada pelo au-
mento do raio de suas funcgoes radiais na matriz W de pesos da solugao de
uma rede RBF. Considerando-se um mesmo conjunto de treinamento, tem-se:

Yd = H,W,
Yd = (H+ SH)Y(W +6W)
W+6W = (H+6H)'Yd

W = —-W+(H+35H)"'Yd
§W = [(H+6H)™—H'Yd
W = [(M)!-H'Yd (4.6)

onde :

M1-H?! = H'HM'-H (MM

M1-H?! = HY{H-MM™? (4.7)
substituindo 4.7 em 4.6,

W = [H‘l(H — M)M‘l]Y

W = [H'H-(H-+H))H+ 6H)‘1]Y

W = HY—5H)(H+ 6H)Y
W = HY—6H)(W + W)

e aplicando normas consistentes, tem-se a seguinte inequacao:
EW) I < [[H I —6H ||| (W + W) ||
Substituindo cond(H) =|| H™! |||| H || tem-se:

i GW) ]|
f(W+eW) | —

|| OH i
I E ]

cond(H) (4.8)
Analisando a Equacéao 4.8 pode-se concluir que perturbacgoes em H, oca-
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sionadas, por exemplo, pelo aumento dos raios possibilitam perturbacées re-
lativas na matriz de pesos. Se as perturbagdes na matriz de pesos sio altas
entao a norma também sera. Conclui-se que o aumento da norma de H per-
mite o aumento no valor da norma de pesos. Desta forma, a norma de H e
a norma de W sao correlacionadas e representam medidas de complexidade
para a rede RBF.

4.4 Analise multi-objetivo de solu¢ées para neurénios

lineares

A relacédo entre complexidade de um neurénio e sua capacidade de ajuste é
estendida também a camadas lineares de redes neurais artificiais. Apesar de
constituirem modelos simples de tratamento de informacio, a sua capacidade
de representar o conhecimento exige um nivel de complexidade ideal.

E possivel representar o comportamento de neurdnios lineares no espaco
representado por erro e norma. As Figuras 4.26 e 4.27 apresentam o com-
portamento de complexidade e erro para neurénios lineares, constituintes da
camada de saida de redes RBF.

Figura 4.26: Exemplo de avalia¢ao

de complexidade para neurdnios li- Figura 4.27: Exemplo de avaliagio
neares. de erro para neurénios lineares.

As superficies de erro de neurénios lineares sdo quadraticas em funcio
aos parametros de otimizacdo. Dentro do contexto multi-objetivo, pode se
afirmar que na grande parte dos problemas, as funcgdes de complexidade e
erro possuem pontos de minimos distintos, conforme ilustra a Figura 4.28.
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Figura 4.28: Exemplo de projecdo das superficies de erro € norma para
neurdnios lineares.

Ao se mapear todas as solugdes no espaco de erro e norma € possivel iden-
tificar um conjunto de solugdes eficientes. As Figuras 4.29 e 4.30 apresen-
tam um exemplo de caracterizagdo de solugdes no espaco definido pelo erro
e norma, onde € possivel identificar o espacgo de solugdes nao-existentes e o
conjunto de solugdes eficientes.

o7 T i T i i T

Noma

I i : H I ! E !
0585 05 0.005 051 0613 062 0625 0.63
Erro

Figura 4.29: Exemplo de solugdes Figura 4.30: Exemplo de solugdes
para neurdnios lineares no espago eficientes para neurdnios lineares
€rro € norma. 1o €spaco erro € norma.

A teoria multi-objetivo utilizada para o ajuste de redes MLP pode ser apli-
cada para os pesos dos neurdnios da camada de saida de redes RBF. O com-
portamento das solugdes dadas por estes neurénios no espaco erro € norma
apresenta um compromisso conflitante entre o erro e complexidade, justifi-
cando a utilizagdo de treinamento multi-objetivo para determinagdo de para-
metros livres.
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4.5 Andlise multi-objetivo de solucdes para neurénios
de base radial

Como forma de ilustrar o comportamento multi-objetivo de redes RBFs se-
gundo parametros de neurdnios de base radial, foram caracterizadas varias
solucgdes destas redes segundo variagbes de numero de centros e valores de
raio.

A Figura 4.31 apresenta a relagdo entre erro de treinamento e norma da
matriz de interpolacdc para diversas solugées. Cada solucéo foi obtida pela
minimizac¢éo do erro de treinamento através da aplica¢ido de minimos quadra-
dos sem nenhuma restrigdo. As mesmas solugdes sdo também representadas
em funcio da norma da matriz de pesos na Figura 4.32.
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Figura 4.31: Exemplo de solugbes Figura 4.32: Exemplo de solugdes
no espaco erro e norma de H para no espaco e1ro € norma de W para
diversas topologias RBF. diversas topologias RBF.

Analisando as Figuras 4.31 e 4.32 pode-se notar o compromisso entre o
erro de ajuste e as complexidades, norma de H e norma de W. Conforme
discutido, é possivel verificar que soluc¢des de erros inferiores necessitam de
valores maiores de complexidade.

Apesar das medidas de complexidade ndo possuirem uma relagio direta,
para solucgées de minimo erro, um alto valor de norma de H implica também
um alto valor de norma de W. A Figura 4.33 apresenta um exemplo da relagdo
entre as complexidade de redes RBF.

&1

[+43




Capifuio 4 Otimizagdo Multi-objetivo para treinamento de RBF

LR ]
o

Figura 4.33: Exempilo de solugtes no espaco norma de H e norma de W para
diversas topologias RBF.

O comportamento das grandezas de erro € complexidade para camadas
escondidas de redes RBFs também apresenta um compromisso conflitante
entre as mesmas. As duas medidas de complexidade, mesmo nio possuindo
uma relacdo bem definida, apresentam uma mesma tendéncia de crescimento
ao atingir valores menores de erro.

4.6 Treinamento Multi-Objetivo para redes RBFs

Em um processo de aprendizado de redes neurais, deseja-se encontrar uma
solugédo que possua um erro reduzido para padroes de treinamento sem com-
prometer a capacidade de generalizagio do modelo neural. Através do método
multi-objetivo, € possivel encontrar o modelo que possui a complexidade mi-
nima necessdria para garantir um erro de treinamento reduzido sem perder a
capacidade de responder satisfatoriamente a padrées desconhecidos.

A relacdo enire a complexidade de um modelo e o erro de treinamento
é conflitante, pois modelos mais complexos permitem obter funcgdes de alta
flexibilidade permitindo um errc muito baixo. Solucoes desta natureza sio
super-ajustadas possuindo uma alta varidncia em suas solugdes. Quando
o modelo possui baixa complexidade, o seu errc de treinamento aumenta e
suas solugdes sio polarizadas, comprometendo novamente a capacidade de
generalizacéo de uma rede neural.

O controle da complexidade de uma rede RBF pode ser realizado através da
magnitude da norma da matriz de interpolacéo e da norma da matriz de pesos
independentemente da dimensionalidade de cada uma. Deseja-se encontrar o
ponto de equilibrio entre o erro para os padroes de treinamento e a comple-
xidade do modelo neural para que os efeitos de polarizagao e varidncia sejam
minimizados.
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Pelo fato de as redes RBFs possuirem duas medidas distintas de comple-
xidade, foram sugeridas algumas adaptacGes para a aplicagdo da teoria de
treinamento multi-objetivo, como sera descrito a seguir.

4.6.1 Descricdo do Método

O método de treinamento multi-objetivo para redes RBFs consiste em con-
tornar o problema da complexidade do modelo através da minimiza¢io si-
multanea da norma da matriz de interpolagdo, da norma da matriz de pesos e
do erro para o conjunto de treinamento, conforme descrito na Equagio 4.9.

fi(¥) = ex()

W =argy min{ fo(y) = |[W]| (4.9)
f3(y) = | H]]
As funcdes objetivo sao representadas por
1 14
er = ;,Z(df — (=5, %)) (4.10)
i=1
p R

5| = \ >SS ¢ (4.11)

i=1 j=1I

[ &
W] = \ 3> wh (4.12)

i=l j=1

A variavel ¢ representa o conjunto de parametros livres que fornecem uma
solucéo para o treinamento de uma rede RBF. Os parametros livres podem ser
representados pelas maftrizes de posi¢oes dos centros (C}, valores de raio (R) e
pesos de conexdes (W).

¥ = {C,R,W} (4.13)
€1 ... Cin
C= : : (4.14)
Cq1 ... Cdn
[
R = : (4.15)

Th
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W= : : (4.16)

Why --- Wak

Utilizando o método e-restrito {Chankong and Haimes 1983}, o problema
de otimizagdo multi-objetivo pode ser reescrito na forma mono-objetivo com
restricoes. Para o caso presente, deseja-se encontrar a solu¢do de minimo
erro de treinamento para cada nivel de complexidade. Desta forma o problema
mono-objetivo € resolvido otimizando o somatério dos erros quadraticos para
varias restricdoes de complexidade, representadas pelas limita¢ées de norma
de pesos (ew) e matriz de interpolacédo {ey) conforme apresenta o problema
descrito por

P* = arg,, min er(¥)
sujeito a { 9:(¥) = [H] < ex 0
9:{¥) = [W|| < ew

A variagao paramétrica dos limites ew € ey permitira a geracao de uma

aproximacio do conjunto Pareto-6timo segundo as trés fungoes objetivo. Apos

definidos os ¢ valores de restricboes para a norma de H e os v valores de res-

tricées para a norma de W, inicia-se a busca de solugdes que atendem as
restricbes e possuem o valor minimo de erro de treinamento.

[ H]

twi -
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s L9

solucdes ndo eXsstentes
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s

Erro

Figura 4.34: Exemplo de um conjunto de restricdes de complexidade para
redes RBFs.




4.6 Treinamento Multi-Objetivo para redes RBFs

4.6.2 Descricdo do algoritmo de geracao de solugdes eficientes

A primeira etapa em um processo de treinamente multi-objetivo € a geracéo
de solugoes eficientes. Este conjunto de solugdes, que constitui uma aproxi-
macédc do conjunto Pareto-6timo, pode ser obtido fazendo uso de qualquer
método de otimizagdo multi-objetivo, em especial, os algoritmos apresentados
no Capitulo 3. Neste trabalho, utilizou-se 0 método e-restrito para geracao de
solucdes eficientes.

As varidaveis de otimizacio para o problema de treinamento de RBFs pos-
suem naturezas distintas. Desta forma, os métodos adotados para ajuste
destes parametros podem ser aplicados independentemente.

O algoritmo parte de uma rede pré-dimensionada, onde o nimero de fungoes
radiais é determinado pelo projetista. Conforme discutido anteriormente, as
posicdes dos centros da fungdes radiais podem ser determinados pelo algo-
ritmo k-médias (MacQueen 1967).

Uma vez determinadas as posigdes dos centros para uma topologia pré-
definida, o conjunto de parametros livres a ser otimizado constitui dos raios
e pesos das conexdes, conforme o problema descrito pela Equagéo 4.18, onde
1 = {R, W} corresponde ao conjunto de variaveis de otimizacéao.

P = al;g min er(y)

4.18)
g(R) = |H)i <ex

sujeito a:
{ (W)= [[Wl <ew

A geragao de solugdes eficientes € realizada através da variacéo dos limites
para as funcgdes de restricdo. Primeiramente, estabelece-se um valor de ey
limite que determinara o valor de raio para as funcgdes de base de redes RBF
segundo o problema descrito em 4.19. A solugao deste problema pode ser
encontrada através de uma busca sucessiva e incremental do valor de raio,
caso se trabalhe com um valor comurmn para todas as fungoes de base.

R* = arg max {[H]
" {(4.19}
sujeito a: ¢(R)=|H|| <ex

Dentro do contexto de treinamento multi-objetivo para redes neurais arti-

ficiais, espera-se que determinados valores de raios sejam capazes de gerar

aproximacdes mais eficientes do conjunto pareto, ou seja, mais préximas do

eixo das abcissas, onde se localizam as solugées de maior capacidade de ge-
neralizacao.

O valor de raio determinado na solucgao do problema da Equagéo 4.19 é en-
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tao utilizado para a solugdo do segundo sub-problema, descrito pela Equacao
4.20. Neste caso, pode-se fazer uso do algoritmo elipsoidal (Shor 1977) para a
determinacido da matriz de pesos 6tima.

W* = arg min er
W
(4.20)

sujeito a: (W) =|W| <ew
A Figura 4.35 apresenta exemplos de solugdes obtidas para valores distin-

tos de raios, ou seja, valores distintos de ||H|| para uma mesma arquitetura
de rede RBF.

Paretos para cada valor de raic

2 T T T Y
\ — |HI| =542
by == |[H|]| =524
S veve ||HL = 7.06

i \ o= |Hf=788

251 P - o . : ]

Wil
n
T

0.6 0.65

Figura 4.35: Exemplo de um conjunto de solucdes eficientes para diversas
restricoes de H.

O conjunto de solugdes obtidas com as restrigoes de norma de H e norma
de W formam o conjunto de solugbes que possui o menor valor de erro de
treinamento para cada nivel de complexidade. O conjunto de solugtes Pareto-
6timo, presente neste conjunto de solugdes, € representado por solugdes onde
nao é possivel minimizar uma funcéo de custo sem causar o incremento de
outra. Algumas solugdes geradas neste algoritmo podem ser solugdes domi-
nadas ou nao-eficientes necessitando desta forma utilizar alguma metodologia
para selegio das solugées eficientes mas no trabalho atual trabalhou-se com
todas as solugdes geradas.

A préoxima etapa consiste do processo de Decisdo, onde uma solucio deste
conjunto € selecionada segundo algum critério estabelecido pelo Decisor para
representar a solugéio de maior capacidade de generalizacao.
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4.6.3 Decisor de solucgio final

De posse do conjunto de solugdes eficientes, localizadas na fronteira da
regido de solugdes factiveis e ndo-existentes, conforme ilustra a superficie das
Figuras 4.36 e 4.37, utiliza-se um critério de selecio de solugio final.

PWH

i [T
Figura 4.36: Superficie de decisdo Figura 4.37: Projegao da superficie
para os trés objetivos. de decisdo para os trés objetivos.

Assim como no caso de redes MLP, o decisor utilizado para o algoritmo pro-
posto se baseia no erro de ajuste para um conjunto de dados de validagio.
A solugdo de menor erro para o conjunto validagio sera selecionada como a
solugio de maior capacidade de generalizagdo, ou seja, a solugdo que suposta-
mente atenda

P = aig min ey (). (4.21)

4.7 Descricao do algoritmo MOBJ-RBF

O Algoritmo 1 apresenta como o método multi-objetivo para treinamento de
redes RBFs foi implementado fazendo uso do método e-restrito. Além de ser
simples, o método e-restrito possibilita a geracao das solugdes candidatas ao
modelo de maior capacidade de generalizacao.

4.8 Conclusées do capitulo

Uma nova proposta para treinamento de redes RBF foi apresentada neste
. capitulo. Esta nova metodologia faz uso da norma da matriz de interpolagao
como uma grandeza de complexidade para camada escondida de redes RBF.
O capitulo seguinte apresentara algumas variacdes para o método original
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Algorithm 1 Algoritmo MOBJ-RBF
Carregar conjunto treinamento; {Vetores de entrada e saidal
Carregar conjunto validagao; {Vetores de entrada e saida}
§ «— Numero de restri¢oes de norma de H
v + Numero de restricdes de norma de W
A¢d — Diferenga de norma de H entre solugoes
Av «— Diferenca de norma de W entre sclucoes
Ef Ab
Ew +— Av
Cy — 1 {Contador de modelos restritos de H}
{Gerador de solucées eficientes}
while Cy <4 do
Obter R* que maximize ||H|| sujeito a: {Utiliza Avaliacdo Sucessiva}
Restricao 1: g(¢) = [|H|| < ex
Cw — 1 {Contador de modelos restritos de W}
Inicializar W, {Pesos randémicos, média zero e variancia pequenal
while Cyyy < v do
Obter W* que minimize er{(R*, W) sujeito a: {Utiliza Algoritmo Elipsoidal}
Restrigao 1: g(W) = ||W| <ew
W, — W* {Préxima solugcdo se inicia no ponto 6timo da busca anterior}
Armazenar solucio SOLUCAO(Cy, Cw) = {R*, W*}
Cw=Cw+1
ew = ew + Av
end while
Cg=Cxg+1
eg =g+ A
end while
{Decisor de solucao de alta capacidade de generalizagdo}
Obter {R*, W*} armazenado que minimize ey (R*, W)
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4.8 Conclusées do capitulo

proposto apresentando alternativas para a geragdo otimizada de solucgées efi-
cientes como aproximacéo do conjunto Pareto-otimo.
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CAPITULO

)

Variacdes do método MOBJ-RBF

Apés apresentados, no Capitulo 4, os fundamentos para treinamento multi-
objetivo de redes RBFs, serdo apresentadas algumas variagoes para o algo-
ritmo proposto buscando uma maior eficiéncia computacional na busca de
solugdes de alta capacidade de generalizacgéo.

Serzo abordados métodos para aceleragdo de busca de solugdes eficientes
através da otimizac¢io de raio (MOBJ-RBFr} € a aproximag¢ido de conjunto
Pareto utilizando Ridge Regression (RR-MOBJ-RBF) e a proposicio de Subset
Selection para determinacio automatica de arquitetura através de otimizacéo
multi-objetivo (SS-MOBJ-RBF}.

5.1 Introducéo

Uma dificuldade para a aplica¢do de métodos multi-objetivos para treina-
mento de redes neurais, de acordo com sua proposicio inicial (Teixeira 2001),
esta ligada & geragéo de varias solugdes como aproximac¢ao do conjunto Pareto-
6timo. Nao se sabe, a priori, qual o nivel de complexidade ideal para um dado
problema. Isto requer que sejam geradas solugdes para diversos niveis de com-
plexidade, aumentando o custo computacional dos algoritmos multi-objetivo.

O treinamento multi-objetivo para redes RBFs, apresentado no capitulo
4, requer o controle de duas medidas independentes de complexidade. Isto
representa um custo computacional ainda maior, por se tratar um problema
de otimizacgio com trés funcdes objetivo.

Como alternativas para a geracéo de solucdes eficientes, serdo apresen-
tadas duas variacdes para o método MOBJ-RBF original. A primeira abor-
dagem reduz o ntumnero de solucdes através da otimizagdo do valor de raio
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(Carvalho, Costa, and Braga 2004}, enquanto que a segunda variacao apre-
senta uma alternativa de gerac@o de conjuntos Pareto a partir de técnicas de
regularizacio para os parametros lineares presentes na camada de saida.

A metodologia de treinamento MOBJ-RBF € aplicada em uma rede neu-
ral de topologia pré-definida. Neste capitule apresenta-se uma variagao do
método MOBJ-RBF para busca automatica de arquitetura utilizando Subset
Selection.

5.2 Acelerando a geracdo de solucoes eficientes

Algoritmos multi-objetivos para treinamento de redes neurais sdo capazes
de encontrar solugdes de alta capacidade de generalizacdo, porém o tempo de
processamento € muito afetado pelo ntimero de solugoes a serem geradas para
representar o conjunto Pareto-6timo.

A seguir serdo apresentadas duas variagoes do método MOBJ-RBF para
tornar a busca de solugdes eficientes mais rapida.

5.2.1 Estimacdo automatica de raios

O treinamento MOBJ-RBF faz uso de duas medidas independentes de com-
plexidade aumentando a dimensao de busca bem como o niimeroc de solucoes
a serem geradas ao se aproximar o conjunto de solucées eficientes.

A variagdo MOBJ-RBFr dispensa o controle da norma da matriz de interpo-
lacdo, deixando com que o propric algoritmo de otimiza¢do determine o nivel
de complexidade, representado pelo valor de raio das funcbes de base, que
minimize o erro de treinamento.

Sob a hipétese de que o nivel de complexidade representado pela norma
de H estd relacionado ao nivel de complexidade da norma de W (ver Figura
4.38), realiza-se a otimizag¢fo conjunta dos valores de raio e pesos () = {R,W})
segundo a minimizacéo do erro de treinamentoc e complexidade da camada de
saida.

W) = er(@) 6.1
() = IW]

O treinamento passa a utilizar somente dois objetivos podendo ser resolvido
através da técnica de e-restrito, utilizando o algoritmo elipsoidal para varias
restrigoes de norma de W (gyy), segundo o problema mono-objetivo descrito em
5.2.

P* = arg mm{
L4
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5.2 Acelerando a gerag¢do de solugbes eficientes

Y* = arg min f(W,R) =¢(W,R)}
P

(5.2}
sujeito a : g(W) = |[W| <ew

A solucio do problema de otimizacdo mono-objetivo (Equacéo 5.2) fornece
um valor para o raio que minimiza o erro de treinamento para um determinado
valor de restricdo de ||[W]||. Isso significa que a partir de um valor de raio
pré-definido, pode-se obter uma solucéo arbitraria no espago de solugdes e
caminhar em direcdo a uma solugio de erro reduzido obtendo uma solugéo
gue seja mais eficiente, como ilustra a Figura 5.1.
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Figura 5.1: Deslocamento de solugdes ocasionado pela otimizagao do valor de
raio através da minimizacio do erro de treinamento. Os pomntos assinalados
com asteriscos sdo as solu¢ées iniciais para cada restri¢ao de norma de W e
os circulos séo as solugdes apés a otimizagdo do valor de raio.

A otimizacdo do valor de raio determina automaticamente o valor 6timo da
norma da matriz de interpolagiao, uma vez que a mesma € fungdo somente
dos valores de raio. A técnica MOBJ-RBFTr pode ser estendida para o caso de
valores de raio independentes para cada func¢io de base.

A Figura 5.2 apresenta um exemplo de aplicagdo da variagdo proposta.
Observa-se que existe um valor 6timo de norma de H ou valor de raio que
minimiza o erro de treinamento para cada restri¢ao da norma de pesos.
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-
C
T

¥ ox ¥
1

™

o
T
g

»*
L]

Norma W

08F bl @

* W X N OF ¥ MR ¥ L 2 I

P I A e o

x w* ¥

Figura 5.2: Deslocamento de solugdes determinando valores distintos de raio
para cada restri¢io de norma de W. Os pontos assinalados com asteriscos
sdo as solucdes iniciais para cada restrigido de norma de W e os circulos séo
as solucdes ap6s a otimizagao do valor de raio.

Cada solucio obtida possui um valor de raio que minimiza o erro de treina-
mento mantendo constante o valor de norma. Desta forma realiza-se uma
geracdo automatica de solugdes candidatas & solugao de maior capacidade de
generalizacdo, definindo também os valores dos pesos das conexdes da ca-
mada de saida e os raios das funcoes de base da camada intermediaria de
redes RBF.

De posse de um numero reduzido de solucdes eficientes, basta aplicar um
Decisor baseado em conjunto validagdo para a escolha do modelo de maior
capacidade de generalizagio.

O Algoritmo 2 ilustra um pseudo-cédigo para implementacao do algoritmo
MOBJ-RBET.

O algoritmo MOBJ-RBFr (Carvalho, Costa, and Braga 2004) possui a grande
vantagem de detectar automaticamente o valor de norma de H que garante a
minimizacgéo do erro de treinamento, diminuindo assim o nitmero de solugoes
a serem geradas para a aproximacao do conjunto Pareto-6timo.

5.2.2 Estimacdo de solucgées eficientes via Regularizacéo

Uma outra alternativa para a geragédo de solugdes para a camada de saida,
é utilizar técnicas de regularizagio para a minimizacdo de erro através da
penalizacio da norma dos pesos. Conforme apresentado no Capitulo 2, a
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5.2 Acelerando a geragdo de solucées eficientes

Algorithm 2 Algoritmo MOBJ-RBFr
Carregar conjunto treinamento; {Vetores de entrada e saidal}
Carregar conjunto validacéo; {Vetores de entrada e saida}
v « Numero de restrigoes de norma de W
Av « Diferenca de norma de W enire solugoes
Ew Av
{Gerador de solugdes eficientes}
Cw « 1 {Contador de modelos restritos de W}
Inicializar W, {Pesos aleatérios, média zero e variancia pequena}
Inicializar R, {Definido segundo algum critério de disperséo de dados}
while Cy < v do
Obter W* que minimize er(R, W) sujeito a: {Utiliza Algoritmo Elipsoidal}
Restricdo 1: go(W) = |[W| < ew
W, «— W* {Préxima solugdio se inicia no ponto 6timo da busca anterior}
Armazenar solucao SOLUCAG(Cw) = {R*, W'}
CW = CW +1
Ew = ew t Av
end while
{Decisor de solucdo de alta capacidade de generalizagdo}
Obter {R*,W*} armazenado que minimize ey (R*, W)

técnica de Ridge Regression (Orr 1996) permite obter solugbes para os pesos
da camada de saida através da penalizagio da magnitude destes parametros.

Assume-se que o conjunto de solugdes eficientes pode ser aproximado pela
solucéo de varios treinamentos com regularizagio. Neste caso, a parametriza-
cao da busca de solugdes eficientes sera realizada atraves da variacéo do termo
de regularizagio ), gerando solugdes para diversas normas de W.

A grande vantagem de se utilizar esta abordagem, € que a solucéo para a
matriz de pesos que minimiza o erro de treinamento € dada analiticamente
(Equacio 5.3) (Orr 1996). Isto aumenta a eficiéncia computacional para gera-
cao de solugdes para diversos valores de norma de W.

wW* = (HTH + )I,)'H'D (5.3)

Nao sao abordados neste trabalho, estudos para comparacao da qualidade
de aproximacio do conjunto Pareto-6timo a partir do método de e-restrito e
regulariza¢do. Pelo fato da camada de saida das redes RBF ser de natureza
linear e os dois métodos possuirem funcionais convexos, as solugdes obtidas
sdo as mesmas para ambos 0s métodos, conforme foi observado nos testes
realizados.

A diferenca entre as solugdes obtidas pelas duas técnicas, MOBJ-RBF e
RR-MOBJ-RBF, estd em como parametrizar A e ey para o controle de com-
plexidade. A Figura 5.3 apresenta um exemplo de aproximacgées de conjunto
Pareto-6timo geradas pelo método e-restrito e o método de regularizacio.
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Figura 5.3: Estimativas de conjunto Pareto-6timo

O exemplo da Figura 5.3 demonstra que a aproximacéo do conjunto Pareto-
otimo dado pela regularizac¢io e pelo e-restrito podem ser muito semelhantes
para a determinacéo de pesos da camada de saida. Os testes realizados ten-
dem a confirmar esta semelhanca porém néo foi realizado nenhum estudo
mais detalhado sobre este comportamento.

O Algoritmo 3 apresenta um pseudo-cédigo para a aplicagio do método de
treinamento multi-objetivo com geragao de solugdes através de regularizacgéo.

Conforme pode ser observado, a regularizagéo € uma alternativa viavel para
a geracdo de solugoes eficientes de restricoes de norma de W. A mesma téc-
nica pode ser estendida para o caso de valores distintos de penalizagédo para
cada conexdo, basta que se utilize Local Ridge Regression (Orr 1996) para a
estimacéao dos pesos da camada de saida.

5.3 Treinamento Multi-Objetivo com Subset Selection

O método de treinamento multi-objetivo para redes RBFs consiste em limi-
tar a complexidade do modelo através da minimizacéo simultédnea da norma
da matriz de interpolacéo, da norma da matriz de pesos ¢ do erro para o con-
junto de treinamento para uma determinada topologia pré-determinada.

A proposi¢io do método SS-MOBJ-RBF consiste em realizar uma selecao
adiante {"foward selection") de forma a encontrar a topologia minima que
garanta o nivel de complexidade exigida para um dado problema.

Partindo de um modelo de complexidade minima, o método SS-MOBJ-RBF
deve determinar o niimero de neurdnios da camada escondida e o valor de raio
de modo a atingir o valor de norma da matriz de interpolagéo limitada por e5,
resolvendo o problema descrito na Equagéo 5.4, onde ¢ = {C,R} representa as
posi¢des de centro e valores de raio para as fung¢des de base radiais.
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5.3 Treinamento Multi-Objetivo com Subset Selection

Algorithm 8 Algoritmo RR-MOBJ-RBF

Carregar conjunto treinamento; {Vetores de entrada e saidal
Carregar conjunto validagdo; {Vetores de entrada e saidal
§ «— Ntmero de restri¢bes de norma de H
v +— Numero de parametros de regularizacéo
A§ — Diferenca de norma de H entre solucgdes
Av « Diferenca de magnitude dos parametros de regularizagéo
EHg +— Ad
A — Av
Cyr — 1 {Contador de modelos restritos de H}
{Gerador de solugdes eficientes}
while Cy < do
Obter R* que maximize ||H| sujeito a: {Utiliza Avaliagdo Sucessival
Restriao 1: :(¢) = [[H < ex
Cw — 1 {Contador de modelos restritos de W}
Inicializar W, {Pesos randémicos, média zero e vari@ncia pequenal
while Cw <v do
Obter W* que minimize er(R*, W) + A[[W|| {Utiliza Ridge Regression}
Armazenar solucio SOLUCAO(Cy, Cw) = {R*, W*}
Cw=0Cw+1
A=+ Ay
end while
Cpg=Cg+1
e =eg t Ad
end while
{Decisor de solugéc de alta capacidade de generalizacao}
Obter {R*,W*} armazenado que minimize ey (R*, W)
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(* = arg, max |[H
(5.4)
sujeito a: g:1(() = [[Hf| < en

A busca desta combinacao pode ser realizada através do incremento suces-
sivo do ntimero de centros e valores de raio até que se atinja a norma desejada
da matriz de interpolagéo.

Como foi apresentado no Capitulo 3, existem varias combinagées de mimero
de centros e valores de raio para um mesmo valor de norma da matriz de in-
terpolacdo. Desta forma, para cada solugdo de um subconjunto de solucoes
restritas de mesma norma de H, realiza-se um ajuste dos pesos que garanta o
minimo de erro de treinamente ¢ seleciona-se apenas uma solugao como rep-
resentante de cada subconjunto. Aplica-se neste caso um Decisor baseado em
erro de validagio pois é interessante selecionar modelos de alta capacidade de
generalizagao.

A Figura 5.4 apresenta um exemplo de 5 subconjuntos de modelos restri-
tos, onde os pontos assinalados com um asterisco (*) indicam as solucdes
selecionadas pelo Decisor baseado em erro de validagéo.

Esacolha de solucoes sagunda MSE de validacao
T T Y 3

Centros
o
T

Figura 5.4: Conjuntos de solugdes para 5 restrigbes de norma da matriz de
interpolagdo. As solugdes representadas por * correspondem as solugdes sele-
cionadas para representar cada restri¢cao de norma da matriz de interpolagéo.

Para cada restricio de norma de H, uma configuracdo de centros e raios

que minimiza o erro de validag¢do serd selecionada para prosseguimento da
realizacio da otimiza¢ao restrita dos pesos de conexio da camada de saida.
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O problema, na qual serdo submetidas as ¢ topologias, onde J representa o
namero de restricdes da norma de H, esta descrito na Equagéo 5.5.

A geracgdo de cada aproximacao do conjunto Pareto para este problema,
pode ser realizado utilizando o algoritmo elipsoidal (Shor 1977) para a mini-
mizacéo do erro de treinamento para v valores distintos de restrigées (ew]} de
norma da matriz de pesos.

W= = argwu, min eT(W)
(5.5)
sujeito a: g(W) = ||W| < ew

A Figura 5.5 apresenta § = 6 estimativas de conjuntos Paretos para v = 10
restri¢ées de norma de W.

Paretos para cada valor da narma de H
T T T T T

10 T

Wil
&
T

1 1 I 1 1 1 1 1
0.15 02 0.2% 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 3.65
Ero

Figura 5.5: Superficie de caracterizagdo de complexidade para camada de
saida, onde * indicam as melhores solugdes para cada estimativa de conjunto
Pareto e o quadrado indica a solugao final.

De posse das v aproximagdes de conjunto Pareto, uma para cada restrigio
de norma da matriz de interpolagio, um total de ¢*v modelos serdo os can-
didatos a sohlucdo de melhor generalizacdo. Novamente algum critério de de-
cisdo deve ser aplicado. Como sugestdo, utiliza-se o erro de ajuste para o
conjunto de validagéo. O modelo que possuir o valor minimo de erro de vali-
dacao sera considerado o melhor modelo.

O Algoritmo 4 demonstra como o método multi-objetivo SS-MOBJ-RBF foi
implementado fazendo uso do método e-restrito.

O método SS-MOBJ-RBF possui a grande vantagem de selecionar auto-
maticamente a topologia ideal para uma rede RBF, bem como o nivel de com-
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Algorithm 4 Algoritmo MOBJ-RBFss
Carregar conjunto treinamento; {Vetores de entrada e saida}
Carregar conjunto validagao; {Vetores de entrada e saida}
§ « Numero de restri¢ces de norma de H
v «— Numero de restricoes de norma de W
A§ «— Diferenca de norma de H entre solugoes
Av «— Diferenca de norma de W entre solucgdes
£y — FAY:)
ew — Av
Cyx « 1 {Contador de modelos restritos de H}
{Gerador de solugées eficientes}
while Cy <{d do
{Utiliza busca sucessiva incremental}
Obter conjunto de solugdes £ = {R;, C;} que maximize ||Hi| sujeito a:
Restrigdo 1: ¢:(R,C) = |H| <en
{Utiliza Minimos Quadraticos}
Obter W que minimize er(¢*, W) para cada solugéo de {
{Decisor de topologia}
Obter {R*,C*} € Q que minimize ey
Cw «— 1 {Contador de modelos restritos de W}
Inicializar W, {Pesos randémicos, média zero e varidncia pequena}
while C < v do
Obter W* que minimize er(W) sujeito a: {Utiliza Algoritmo Elipsoidal}
Restricdo 1: go(W) = ||[W| < ew
W, — W* {Préxima solugdo se inicia no ponto étimo da busca anterior}
Armazenar solucdo: SOLUCOES(Cy, Cw) = {R*, C*, W*}
Cw=Cw+1
ew = ew T Av
end while
Cg=Cu+1
egq =eg + Ad
end while
{Decisor de solucdo de alta capacidade de generalizagdo}
Obter {R*,C* W*} armazenado em SOLUCOES que minimize

ey (R*, C*,W™)
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plexidade minimo necessario para cada camada da rede.

5.4 Conclusoées do capitulo

Neste capitulo foram apresentadas, variagées para treinamento multi-objetivo
de redes RBF. Os métodos apresentados neste capitulo nio foram profunda-
mente explorados para se garantir que suas solugdes possuam uma alta ca-
pacidade de generalizagéio. A eficiéncia de cada um foi somente avaliada e
comparada com outros métodos para alguns testes que estdo apresentados

no capitulo seguinte.
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CAPITULO

(@)

Aplicacdes do Método Proposto:
Simulacdes e Resultados

Neste capitulo sio apresentados alguns testes para avaliacdo da capaci-
dade de aprendizagem e generalizagdo do método proposto para alguns proble-
mas de regressdo. As variagdes do método proposto também serdo avaliadas
juntamente com outros principais métodos de treinamento de redes RBF.

6.1 Introducéo

As redes neurais artificiais constituem-se em uma ferramenta muito efi-
ciente para problemas de regressdo, sendo muito utilizadas em tarefas de
identificacio e controle de sistemas (Carvalho, Medeiros, and Fortuna 2004) ¢
predicio de séries temporais (Costa, Braga, and Aguirre 2000).

Sao utilizados quatro problemas para avaliar a capacidade de realizar apro-
ximacées de fungdes e um problema para avaliagdo da capacidade de predigao
de séries temporais. As bases de dados utilizadas sio as seguintes:

e Regressao
- Fungao seno (com ruido gaussiano}.

f{z) = seno(nz) +¢ (6.1)

~ Fungao sinc {com ruido gaussiano}.

__ seno(nz)

@) =223 6.2
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— Funcio d(x) (com ruido gaussiano).

)= B

(6.3}

e Predicao
— Série caodtica de Mackey-Glass

O termo < representa a presenca de um componente de ruido normalmente
distribuido com média zero e variancia ¢? = 0, 22.

Os resultados divulgados neste trabalho equivalem aos melhores resulta-
dos obtidos com cada metodologia para os mesmos conjuntos de dados. Di-
versas metodologias de treinamento de RBF foram comparadas com o método
MOBJ-RBF e suas variacées, dentre elas as técnicas de regularizacéo (Ridge
Regression) e selecdo de subconjuntos (Subset Selection) originais {Orr 1997).

Para todos os algoritmos abordados procurou-se manter a mesma topolo-
gia da rede RBF a ser treinada. Mesmo néo sendo a topologia ideal para cada
problema, as topologias utilizadas séo super-dimensionadas de forma a com-
parar as diversas metodologias para controle de complexidade. As fungoes
de base sio representadas por funcgdes gaussianas e os neurdnios de saida
possuem ativacgio linear.

As solucdes encontradas pela metodologia de regularizacdo estao repre-
sentadas pelo método Ridge Regression (RR) avaliado para alguns critérios de
selecdo de modelos (GCV, BIC). A implementac¢ao deste algoritmo se encontra
disponivel em (Orr 1999). O algoritmo disponivel possui estimacao para os va-
lores de raio das funcées de base através de um fator de escala independente
para cada dimensao de cada funcéo de base.

Para o treinamento de redes RBF segundo o algoritmo MOBJ-RBF pro-
posto neste trabalho, quatro parametros devem ser fornecidos pelo projetista.
Os valores sdo o niimero de solucoes (§) e a diferencga (Ad} entre duas restri-
¢oes consecutivas de norma de H e o niimero de solugdes (v) e a diferenca
(Ar) entre duas restri¢des consecutivas de norma de W. Pode-se elaborar téc-
nicas mais elaboradas para a parametrizagdo da busca de solugdes eficientes,
constituindo uma proposta de trabalhos futuros.

Para a variacio MOBJ-RBFT, estabelece-se inicialmente a quantidade de
solugées () e a diferenga (Av) entre duas restri¢gdes consecutivas de norma de
W, enquanto que o valor de norma de H é automaticamente determinado pela
otimizac¢io do valor de raio.

A aproximagéo do conjunto Pareto pela técnica de regularizacéo € utilizada
no algoritmo RR-MOBJ-RBF. Para esta metodologia nédo se determina nada
sobre a norma de W, sua parametrizacao fica sujeita a escolha dos termos de
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regularizacéio ) utilizados para a geracéo de solugoes eficientes.

Para os algoritmos com metodologias de subset selection, partiu-se da rede
com um tinico nodo submetida a um limite de nimero méaximo de neurdnios
a serem inseridos. Tomou-se a preocupagao de que a resposta retornada pelo
algoritmo esteja bem inferior ao limite maximo de complexidade imposto na
busca de solugoes.

O treinamento NewRB, disponivel no "Toolbox Neural Networks” (Demuth
and Beale 2001) para o Matlab 6.1, realiza uma selecéo adiante ("foward se-
lection") incrementando um neurdnio de fungio de base gaussiana a cada
iteragéo, com o centro da gaussiana igual ao padrédo de entrada mais distante
de todos os centros. O algoritmo é executado até que se atinja o ndmero
maximo de neurdnios permitidos ou ao atingir o valor de erro de treinamento
desejado. Neste algoritmo, o valor de raio é pré-determinado pelo projetista e
¢ unico para todas as fungdes de base. Néo existe um tratamento de aumento
de generalizacdo neste algoritmo, de forma que suas solugbes dependem ex-
clusivamente do ntmero de neurénios méximo pré-determinado. Desta forma
foi adicionada ao método original a utilizacio da técnica de Cross-Validation,
onde se seleciona como solucao final o modele de menor erro para um con-
junto de validac¢ao.

O método de foward selection (Orr 1999) utilizado faz uso de minimos
quadrados ortogonais para determinacio de pesos da camada de saida. A
implementacio disponivel, possibilita a utiliza¢do de global ridge regression
e a determinacdo da melhor escala para o valor de raio. O modelo final €
selecionado segundo algum critério de selecdo de modelo, dentre os quais
foram utilizados o Generalised Cross-Validation {(GCV) e o Bayesian Informa-
tion Criteira (BIC) (Orr 1296).

A variacdo SS-MOBJ-RBF, que utiliza subset selection para geragéo da
topologia ideal em conjunto com a técnica de treinamento multi-objetivo, busca
a melhor combinagio de centros e raio para cada restricdo de norma de H. O
ajuste dos pesos de camada de saida € aplicado a cada configuragao determi-
nada para a camada escondida.

As solucdes encontradas pelo método MOBJ-RBF e suas variagées sao com-
paradas com as respostas dos demais algoritmos abordados.

Faz-se ao final de cada exemplo uma analise da performance computa-
cional entre o algoritmo MOBJ original e suas variagdes para aceleracdo de
busca de solucgdes. Os testes foram realizados na mesma maquina nas mes-
mas condicoes de operagio (Processador Duron XP2000 com 128 MB de RAM).
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Capitulo 6 Aplicacées do Método Propostfo: Simulagdes e Resulfados

6.2 Exemplo 1: Regressdao da Fung¢io Seno

No problema de regresséo da fungio seno, foram geradas 80 amostras da
fungio geradora f(2) = seno(z) adicionadas a um ruido gaussiano de média
zero e varidncia ¢? = 0,22 para o conjunto de dados de treinamento. O conjunto
de validacio consiste em 30 amostras e o conjunto de dados para teste €
formado por 400 amostras da fungéo geradora sem a presenca de ruido. A
Figura 6.1 apresenta ¢ conjunto de treinamento e validagéo para o problema
de regressédo Seno.

Problema de aproximacao da funcao seap

1.5 3 o ¥ T T T T Y T
: © * ; : : : O Dados de Treinamenta

o : : : * Dados de Validacao
o : * : : — Dados de Tests

Db s A g i BN e e e

L IR RN Cbo

-2 | 1 ' ) | (] 3
0 02 G4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2
Entrada

Figura 6.1: Conjunto de dados para problema de regressao Seno.

Foi adotada a topologia de 15 neurdnios na camada escondida para todos
os métodos de treinamento de redes RBF que nao utilizam subset selection.
Tal topologia é super-dimensionada para o problema em questao. Deseja-se
desta forma, avaliar a capacidade de restringir a complexidade do modelo e a
capacidade de busca de solugdes de alta capacidade de generalizacao.

As Figuras 6.2 a 6.6 apresentam os resultados obtidos para o problema de
regressdo da fungéo seno.
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6.2 Exemplo 1: Regressé@o da Fungdo Seno
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Figura 6.2: Solugéo de RR-GCV. Figura 6.3: Solucdo de RR-BIC.
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1;3%;1”& 6.5: Solugdo de RRMOBJ-  pyoura 6.6: Solucio de MOBJ-RBFT.
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Capiiulo 6 Aplicacées do Método Proposto: Simulagdes e Resutfados

Nota-se que todas as solugGes obtidas foram capazes de aproximar, com
relativa fidelidade, a funcdo geradora. Para quantificar a qualidade de cada
resposta, sio apresentados na Tabela 6.1 algumas quantidades caracterizado-
ras das redes RBF obtidas.

Tabela 6.1: Qualidade de solugées para problema de regressao Seno.

Quantidade RR-GCV RR-BIC MOBJ-RBF RR-MOBJ-RBF MOBJ-RBFr

MSE Trein. 0,0644 0,0696 0,0639 0,0650 0,0641
MSE valid. 0,1272 0,1284 0,1178 0,1223 0,1227
MSE Teste 0,0106 0,0111 0,0067 0,00962 0,0089
Neurdnios 15 15 15 15 15

A 0,0045 0.0037 - 5,29x1077 -
Raio 1,04 1,06 0,76 1,01 0,83
A 19,33 19,74 19,98 21,79 21,77
W1 7,56 9,16 50,74 102,26 49,71

Analisando os erros para o conjunto de teste podes-se notar uma pequena
melhoria nas solugdes obtidas pelos métodos MOBJ. Pode-se destacar a res-
posta para 0 método MOBJ-RBF original que obteve o menor €rro para o con-
junto de teste.

Outras técnicas de treinamento de RBF's fazem uso de modificacGes em sua
topologia a fim de encontrar a complexidade ideal para um dado problema.
Tais modificacdes sio feitas inserindo ou retirando neurénios da camada es-
condida com o usc de metodologias de subset selection.

As Figuras 6.7 a 6.6 apresentam as solugdes obtidas pelas estruturas
definidas utilizando técnicas de subset selection para cada método listado na

Tabela 6.2.
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6.2 Exemplo 1: Regressdo da Fungdo Seno
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Figura 6.7: Solucao de NewRB-
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Figura 6.10: Solugédo de S5-MOBJ-

Figura 6.9: Solucéio de FS-BIC.
gu ¢ RBF.

Tabela 6.2: Qualidade de solugdes para problema de regressao Seno utilizando

subset selection.
Quantidade NewRB-CV FS-GCV FS-BIC SS-MOBJ-RBF
MSE Trein. 0,0550 0,0590 0,0610 0,0615
MSE Valid. 0,1579 0,1318 0,1267 0,1257
MSE Teste 0,0174 0,0101 0,0079 0,0089
Neurdnios 15 3 3 4
A - 0,1277 0,1549 -
Raio 2 0,37 0,356 0,34
1] - 6,03 5,95 9,04
4l - 2,04 1,43 2,07
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Capitulo 6 Aplicagées do Método Proposto: Simulagdes e Resulfados

Para a metodologia de Subset Selection a soluc¢io encontrada pelo método
MOBJ proposto foi préxima da melhor solugéo obtida para o problema. Nota-
se que todas os algoritmos, exceto o NewRB, convergiram para uma mesma
topologia préxima de 3 neurénios na camada escondida.

As variacdes MOBJ-RBF propostas no trabalho visam acelerar a busca de
solugdes. Adotando a mesma topologia € mesmo conjunto de pontos foi pos-
sivel comparar a eficiéncia computacional adquirida pelas variagoes MOBJ-
RBFr e RR-MOBJ-RBF, conforme pode se observar na Tabela 6.3.

Tabela 6.3: Tempo gasto para treinamento MOBJ para problema Seno.

Algoritmo Tempo
MOBJ-RBF 3310 segundos
MOBJ-RBFr 377 segundos

RR-MOBJ-RBF 17 segundos

Como conclusao geral para o problema de regressio seno, pode-se admitir
que as solugdes obtidas pelos métodos MOBJ alcangaram resultados proximos
e algumas vezes ligeiramente superiores aos obtidos com outras metodolo-
gias. As varjagbes propostas também alcancaram resultados satisfatérios ¢
diminuiram o tempo gasto para o treinamento de redes RBF.

6.3 Exemplo 2: Regressao da Funcao d(x)

A funcao dix) apresenta regides de resposta suave em seus extremos seguida
de uma regiéo central de grande variagéo, conforme ilustra a Figura 6.11. O
conjunto de dados de treinamento é formado por 50 amostras e 30 amostras
para conjunto de validagdo. O conjunto de teste consiste de 400 amostras da
funcao geradora sem a presenca de ruidos.
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6.3 Exempio 2: Regresséo da Funcdo d(x)
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Figura 6.11: Conjunto de dados para problema de regressao da fung¢ao d(x).

Foram utilizadas arquiteturas de 20 neurdnios na camada escondida para
todos os métodos. Nota-se nas Figuras 6.12 a 6.16 que todas as solugdes en-
contradas foram capazes de aproximar bem a regido central, enquanto que os
extrernos ficaram distorcidos pelo ruido presente. Isto ocorre porque as redes
estio todas sobre-ajustadas, ou melhor, as redes possuem, intencionalmente,

um ntimero excessivo de neurdénios na camada escondida. Isto foi necessario

para avaliar a capacidade de se ajustar a complexidade do modelo entre todos

os algoritmos em estudo.
As solucoes obtidas estio caracterizadas na Tabela 6.4. Pode-se analisar
que as respostas dadas pelos algoritmos MOBJ-RBF sao de qualidade com-
paraveis com as outros algoritmos de treinamento.
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Aplficacées do Méfodo Proposto: Simulagdes e Resuliados
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RBFT.

Tabela 6.4: Qualidade de solugdes para problema de regressao d(x).

Quantidade RR-GCV RR-BIC MOBJ-RBF RR-MOBJ-RBF MOBJ-RBFr
MSE Trein. 0,0344  0,0369 0,0447 0,0415 0,0341
MSE Valid. 0,1285  0,1316 0,1087 0,1263 0,1041
MSE Teste  0,0512  0,0489 0,0382 0,0511 0,0376
Neurdmnios 20 20 20 20 20

A 2.10° 1,19.10* - 1,0.10°8 -
Raio 1,97 1,77 1,15 1,3 0.71
H|| 10,88 10,37 10,03 10,50 12,80
Wy 278,10 38,13 18,22 51,10 7.67

Analisando o erro para o conjunto de teste, pode-se notar que as solugoes
dos algoritmos MOBJ possuem um ajuste ligeiramente superior, ilustrando a




6.3 Exempilo 2: Regressdio da Fungdo di)

capacidade dos algoritmos propostos neste trabalho de encontrar solucoes de

alta capacidade de generalizagéo.

Adotando a técnica de subset selection, cada algoritmo foi capaz de deter-
minar uma topologia ideal para o problema de regressio deste exemplo. As
Figuras 6.7 a 6.10 apresentam as solugées obtidas e a Tabela 6.5 caracteriza

cada solucdo encontrada por estes algoritmos.
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Capifulo 6 Aplicacdées do Método Proposto: Simulagdes e Resuffados

Tabela 6.5: Qualidade de solugdes para problema de regressdo d(x) utilizando

subset selection,
Quantidade NewRB-CV FS-GCV FS-BIC SS-MOBJ-RBF
MSE Trein. 0,0294 0,0387 0,0879 0,0515
MSE Valid. 0,0909 0,0993 10,1181 00,1123
MSE Teste 0,0397 0,0350 0,0381 0,0319
Neurdnios 20 11 12 19
A - 0,0205 9,7.10° -
Raio 0,7 0,987 1,77 0,81
| H|| - 9,28 10,61 8,36
4l - 6,31 255,97 3,97

Novamente pode-se observar que a solugio encontrada pelo método MOBJ-
RBF ¢é ligeiramente superior aos outros algoritmos para treinamento de redes
RBF.

Tabela 6.6: Tempo gasto para treinamento MOBJ para problema Funcao d(x).
Algoritmo Tempo
MOBJ-RBF 4020 segundos
MOBJ-RBFr 1933 segundos
RR-MOBJ-RBF 18 segundos

Analisando o custo computacional entre as técnicas para aceleragio de
busca de soluctes, pode-se comprovar que as variacbes propostas exigiram
um tempo muito inferior para realizagao do treinamento e obtendo solugbes
de erros proximos.

6.4 Exemplo 3: Regressao da funcéo Sinc

O problema de regressio da funcio sinc € representado por 50 amostras
para conjunto treinamento e 30 para conjunto validacéo, conforme ilustra
a Figura 6.21. O conjunto validagao € constituido pela funcio geradora en-
quanto o conjunto de treinamento e validagédo sio representados por amostras
da funcdo geradora f(z) = sinc(z) adicionada de um ruido gaussiano de média
nula e variancia ¢2 = 0, 22,
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6.4 Exemplo 3: Regresséo da fung¢do Sinc

Problema de apoximacao da funceo sinc
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Figura 6.21: Conjunto de dados para problema de regresséo Sinc.

A topologia escolhida para a comparacéo de metodos foi de 20 neurdnios na

camada escondida. As solucdes obtidas para cada algoritmo de treinamento

estdo ilustradas nas Figuras 6.22 a 6.26.
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Figura 6.22: Solucao de RR-GCV.
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Figura 6.23: Solugao de RR-BIC.
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Figura 6.25: Solugiao de RR-MOBJ-

RBF.

Figura 6.26: Solucdo de MOBJ-
RBFr.

Pela analise da qualidade de cada solugio apresentada na Tabela 6.7,
percebe-se que a qualidade das solugdes pelos métodos MOBJ séo ligeira-
mente superiores aos métodos de regularizagio, em especial, a solugdo MOBJ-
RBF alcancou um valor de erro muito notavel em comparacéio com os demais.
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6.4 Exemplo 3: Regressdo da fungdo Sinc

Tabela 6.7: Qualidade de solugées para problema de regressao Sinc.

Quantidade RR-GCV RR-BIC MOBJ-RBF RR-MOBJ-RBF MOBJ-RBFr

MSE Trein. 0,0614 0,0690 0,0985 0,0949 0,0918
MSE Valid. 00,1221 0,1193 0,0787 0,0892 0,1153
MSE Teste 0,0340 0,0348 0,0166 0,0250 0,0339
Neuronios 20 20 20 20 20

A 0,00014 0 - 1,0.10°8 -
Raio 0,54 1,28 0,38 1.8 0,4
&l 11,24 17,01 11.42 12,54 24,10
Wl 41,26 12482 13,61 25,9 73,37

Para a determinacio automatica de topologia, comparou-se as solugoes
obtidas utilizando cada método de subset selection. As respostas estdo apre-
sentadas na Figura 6.27 a 6.30.
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Figura 6.29: Solucio de FS-BIC.

Figura 6.30: Solucao de SS-MOBJ-
RBF.

Tabela 6.8: Qualidade de solugdes para problema de regressao Sinc utilizando

subset selection.

Quantidade NewRB-CV F3S-GCV

FS-BIC SS-MOBJ-RBF

MSE Trein.
MSE Valid.
MSE Teste
Neurdnios
A

Raio

Al

W

0,0741

0,1173

0,0347
20
1,8

0,0600 0,0573
0,1405 0,1305
0,0444 0.0371
13 20
0,00578 0,00169
0,44 0.49
11,01 13,18
19,86 36,11

0,1054
0,0785
0,0303
11
0,48
9,50
42,02

Dentre as alternativas de subset selection abordadas neste exemplo, o re-
sultado obtido pelo método multi-objetivo atingiu o valor mais baixo de erro
para o conjunto de dados de teste.

Pela Tabela 6.9 é possivel verificar mais uma vez a diminui¢édo no tempo de
treinamento para as variagdées MOBJ para a aceleragao de busca de solugoes.

Tabela 6.9: Tempo gasto para treinamento MOBJ para problema 3inc.

Algoritio Tempo
MOBJ-RBF 4800 segundos
MOBJ-RBFr 993 segundos

RR-MOBJ-RBF

19 segundos
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6.5 Exemplo 4: Predicdo da série cadtica de Mackey-Glass

6.5 Exemplo 4: Predicao da série caotica de Mackey-
Glass

Problemas de predi¢do sio caracterizados por estimar o valor de alguma
variavel em um instante futuro, a partir de amostras de varidveis em instantes
anteriores.

O problema da predicdo da série cadtica de Mackey-Glass, tratado em
(Jang, Sun, and Mizutani 1997), € determinado pela predicdo do valor da
série em instantes de tempo a frente (z(¢ + 6)] em funcao de um vetor de dados
formado por dados gerados a partir de uma solu¢ao obtida pelo método de
Runge-Kutta de quarta ordem nos instantes descritos pela Equagao 6.4. Os
dados foram obtidos por meio do toolbox de fuzzy disponivel para Matlab ja
formatados da maneira apresentada na Equacio 6.4.

X=(m(t-—18) 2(t —12) x(t —6) :c(t)) 6.4)

O conjunto de dados utilizado foi dividido em 350 amostras para treina-
mento, 150 amostras para validagio e 500 amostras para teste, conforme
ilustra a Figura 6.31.
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Figura 6.31: Conjunto de dados para problema de predicao da sé€rie cadtica

de Mackey-Glass.

A topologia escolhida para a comparagio de métodos foi de 15 neurdnios na
camada escondida. Os resultados obtidos estaoc ilustrados nas Figuras 6.32 a
6.33.
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Figura 6.32: Solucado de RR-GCV. Figura 6.33: Solucio de RR-BIC.
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6.5 Exemplo 4: Predicéo da série cadtica de Mackey-Glass

Pela analise do erro para cada solugéo apresentada na Tabela 6.10, percebe-
se que a qualidade das solugdes MOBJ-RBF € ligeiramente superior aos méto-
dos de regularizagao.

Tabela 6.10: Qualidade de solugdes para problema de predigdo de série
cadtica.

Quantidade RR-GCV  RR-BIC MOBJ-RBF RR-MOBJ-RBF MOBJ-RBFr

MSE Trein. 0,000436 0,000582 0,000117 0,000212 0,000240
MSE Vvalid. 0,000448 0,000644 0,000125 0,000268 0,000224
MSE Teste 0,000411 0,000565 0,000113 0,000218 0,000230
Neurdnios 15 15 15 15 15

A 0.0 0,0 - 1,0.10°8 -
Raio 0,93 1,26 0,46 0,55 0,49

| HY 50,563 57,80 46,39 50,82 60,78
(|W1] 45,60 104,3 10,97 45,06 11,29

Para a determinacédo automatica de topologia, comparou-se as solugoes
obtidas utilizando cada método de subset selection. As respostas estao apre-
sentadas nas Figuras 6.37 a 6.40.
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Figura 6.37: Solugdo de NewRB-
GCV.

Figura 6.38: Solucao de FS-GCV.
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Figura 6.40: Solucao de SS-MOBJ-

Figura 6.39: Solucao de FS-BIC. RBF.

Tabela 6.11: Qualidade de solugdes para problema de predicio de série cadtica

utilizando subset selection.
Quantidade NewRB-CV FS-GCV FS-BIC SS-MOBJ-RBF

MSE Trein. 0,000120 0,000331 0,000148 0,000232
MSE Valid. 0,000136 0,000414 0,000202 0,000261
MSE Teste  0,000121 0,000340 0,000160 0,000231

Neurdnios 15 15 15 15

A - 0.000331 0.000635 -
Raio 0,5 0,75 0,80 0,66
(| - 46,99 49,93 50,76
W1 - 10,57 33,95 36,84

A solucéo obtida pelo método MOBJ é relativamente préxima das solugdes
encontradas pelos outros métodos. As topologias foram semelhantes pois to-
dos os algoritmos tiveram seu espaco de busca limitado em 15 neurdnios na
camada escondida. A eficiéncia computacional das varia¢ées propostas no tra-
balho esta ilustrada na Tabela 6.12, onde a varia¢do RR-MOBJ-RBF se apre-
senta como o algoritmo que gastou menos tempo para a geracédo de solugdes
eficientes.

Tabela 6.12: Tempo gasto para treinamento MOBJ para problema de predicao
de série cadtica.

Algoritmo Tempo
MOBJ-RBF 5720 segundos
MOBJ-RBFr 2281 segundos
RR-MOBJ-RBF 85 segundos
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6.6 Conclusoes do capitulo

Conforme pode-se observar nos resultados obtidos, o método multi-objetivo
proposio e suas variagdes foram capazes de encontrar solucdes de alta capaci-
dade de generalizagéo, representada pelo erro para o conjunto de dados de
teste.

Para o exemplo de regressao da func¢ao seno, o método MOBJ-RBF e suas
variacdes para os métodos de topologia fixa obtiveram os melhores resultados.
Ja para a técnica de subset selection, a solugao obtida pelo método SS-MOBJ-
RBF se apresenta muito préxima da solugdo do método FS-BIC.

As solugdes obtidas para o exemplo da fungio d{x) apresentaram um com-
portamento sobre-ajustado, isto porque a topologia possui, intencionalmente,
umn mimero de neurénios superior ao necessario, permitindo analisar a ca-
pacidade de se amenizar os efeitos do sobre-ajuste a partir de técnicas multi-
objetivo em comparacgao com algoritmos de regularizacdo. As solugdes obtidas
para os métodos MOBJ-RBF de topologia fixa e por meio da técnica de subset
selection atingiram resultados ligeiramente superiores aos cutros métodos.

No exemplo de regressio da fungio sinc, o método MOBJ-RBF alcangou
um valor de erro para o conjunto de teste bem inferior aos demais seguido
do método RR-MOBJ-RBF. Para a metodologia de subset selection a solugio
do método SS-MOBJ-RBF é ligeiramente superior ao alcangado pelo NewRB
incrementado com validagdo cruzada.

A metodologia para avaliacio de modelos de predi¢do para a série cadtica
de Mackey-Glass foi seguida segundo (Jang, Sun, and Mizutani 1997). Todas
as solugdes apresentaram um comportamento com grande capacidade de ge-
neralizac¢io vizualizado pelo comportamento das predigdes para o conjunto de
teste. As diferencas foram minimas, onde as solugées MOBJ-RBF e variagoes
obtiveram um erro de aproximacaoe relativamente proximos.

Para todos os exemplos foram avaliados o tempo gasto para a geragdo de
solucdes eficientes e o processo de decisdo. Conforme era esperado, as vari-
acées do método original se mostraram muito eficientes. O método MOBJ-
RBFr apresentou um ganho consideravel de tempo ao se utilizar somente uma
aproximacao de conjunto Pareto-6timo. Os ganhos foram bem mais significa-
tivos para o métodoc RR-MOBJ-RBF, onde a técnica de ridge regression per-
mitiu encontrar solucdes para a camada de saida analiticamente diminuindo
muito o tempo necessario para treinamento de redes RBF,

De modo geral, a qualidade do ajuste para os métodos propostos no tra-
balho se mostraram compativeis com as solug¢des geradas pelos outros méto-
dos e até na maioria deles ligeiramente superiores.
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CAPITULO

4

Conclusdes e Propostas de
Continuidade

Séo apresentadas neste capitulo, discussoes a respeito do métedo de treina-
mento multi-objetivo para redes RBF proposto e suas variagdes. Séo abor-
dadas as principais conclusdes relacionadas com a busca de solugdes de alta
capacidade de generalizacao em redes RBF e propostas para trabalhos futuros.

7.1 Conclusées

O trabalho presente teve como objetivo principal, estender os conceitos
de treinamento multi-objetivo desenvolvido para redes MLP (Teixeira, Braga,
Takahashi, and Saldanha 2000) (Costa, Braga, de Menezes, Parma, and Tei-
xeira 2002) para o ajuste de parametros livres de redes RBF. As solugdes
multi-objetivo para redes MLP séo obtidas por meio da minimizagao do erro
sujeita a restricoes de nivel de complexidade, representadas pela norma da
matriz de pesos entre conexdes de neurdnios. A partir de um conjunto restrito
de solucdes eficientes, seleciona-se o modelo de menor erro para um conjunto
de validagao.

Devido a semelhanca, entre redes MLP € RBF, de suas func¢ées de ativacéo
da camada de saida, a norma da matriz de pesos foi adotada como medida
de complexidade para esta camada. A camada intermediaria das redes RBF
séo formadas por funcdes radiais, diferentemente das funcges sigmoidais das
redes MLP. Diante desta situacéo, foi sugerida uma medida de complexidade
para a camada escondida representada pela norma da matriz de interpolagao

().
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A norma da matriz de interpolagao foi selecionada como forma de medir a
complexidade desta camada, por ser uma grandeza que € calculada em fungéo
das distancias médias entre os padrdes de entrada e centros de fungdes ra-
diais, pelo valor de raio e niimero de neurdnios. Esta medida se mostrou
muito interessante para o caso de redes RBF por ser calculada de modo relati-
vamente simples, apresentando um comportamento continuo em relagéo aos
parametros caracterizadores da mesma.

Foram apresentados os comportamentos gerais de solugdes de redes RBF
segundo o mimero de centros e valores de raio. Existe um nivel de complexi-
dade 6timo determinado por um valor de norma da matriz de interpolagdo que
garante um erro minimo. Solugées de nivel de complexidade inferior represen-
tam solucdes de respostas locais e sub-ajustadas com erros altos, enguanto
que solucdes de norma muito superiores também possuem valor de erro alto
devido ao mal-condicionamento da maitriz de interpolagéo.

Valores de norma de H muito altos representam um condicionamento ruim
desta matriz, ocasionado pelo excesso de cobertura das fungdes radiais do
espacgo dos padrdes de entrada. Situac¢Ges como estas caracterizam um ma-
peamento nio-linear ineficiente da camada escondida.

Nao foi possivel estabelecer uma relacao direta entre as duas medidas de
complexidade. Desta forma, os algoritmos de treinamento elaborados tratam
cada grandeza de maneira independente. O problema de treinamento de redes
RBF fica entdo representado por um problema multi-objetivo constituido de
trés funcionais: o erro de treinamento (er), a norma da matriz de pesos (||W||}
e a norma da matriz de interpolagéo (||H||) conforme a Equacéo 7.1.

fi(y) = er(¥)
¢ = argy min g fa() = [W]| (7.1)
Js(y) = | H|

O treinamento multi-objetivo pode entéo ser resolvido através do método
g-restrito (Chankong and Haimes 1983}, onde um problema multi-objetivo €
decomposto em problemas mono-objetivo restritos.

O limite do nivel de complexidade é imposto pelas restrigoes nas normas
das matrizes W e H, onde para cada nivel de complexidade busca-se encontrar
a solucdc de minimo erro. A variagio paramétrica das medidas de complexi-
dade permite obter um conjunto reduzido de solugdes candidatas a solugéo
final que se aproximam do conjunto Pareto-6timo. A solugdo de menor erro
para um conjunto validacgao é selecionada como a resposta que supostamente
seja a de maior capacidade de generalizacao.

A grande vantagem deste tipo de abordagem € diminuir a influéncia de
arquiteturas mal-projetadas, contornando o problema do overfitting por meio
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da limitacdo de complexidade através da magnitude de seus parametros livres.

E necessaria a geracédo de varias solugdes restiritas para a aplicacdo do
método MOBJ-RBF, o que resulta em um tempo maior de processamento €
alocacdo de memoéria. Para isto, foram desenvolvidas variacbes de métodos
que geram de maneira mais eficiente computacionalmente as solugdes candi-
datas & solucao final.

Uma primeira variagdo do método proposto, denominada de MOBJ-RBFr
(Carvalho, Costa, and Braga 2004}, descarta o controle da norma de H, con-
siderando o valor de raio como variavel de otimizacdo para o funcional erro.
O algoritino MOBJ-RBFr ¢ uma alternativa para o treinamento multi-objetivo
com geracao reduzida de solugdes. Os resultados obtidos com este algoritmo
demonstraram que € possivel encontrar solugdes de alta generalizagio ao se
utilizar esta variacdo. O tempo gasto nesta variacdo € bem inferior quando
comparado ao método original e possui a vantagem de determinar automati-
camente o valor de raio das fungdes de base radial.

No método original MOBJ-RBF faz-se uso do método elipsoidal (Shor 1977)
para a determinacio de soluges de norma de W restritas. A segunda vari-
acdo, RR-MOBJ-RBF utiliza regularizacao (Ridge Regression) para a geragio
de solugdes eficientes para a camada de saida. A utilizacao da regulariza-
cdo acelera a geracédo de solugdes eficientes uma vez que existe uma solugio
analitica para os pesos da camada de saida que minimiza o erro de treina-
mento em fung¢ao do termo de regularizagao. Os resultados obtidos com esta
metodologia exigiram um tempo de processamento muito inferior aos demais
meétodos MOBJ-RBF com qualidade semelhante. O algoritmo RR-MOBJ-RBF
é capaz de encontrar solucées de mesma qualidade que o método original. As
diferencas encontradas entre as solug¢des foi devido a questio da parametriza-
cdo dos niveis de complexidade durante o treinamento. Esta variacao se apre-
senta, do ponto de vista do autor, como uma alternativa muito viavel para o
treinamento de redes RBF devido as caracteristicas citadas anteriormente.

As abordagens apresentadas s@o aplicadas em uma topologia RBF pré-
definida. Pode-se, utilizando um técnica de Subset Selection, realizar uma
busca do nivel de complexidade 6timo levando em consideragac o numero de
funcdes radiais e os seus centros. Esta metodologia € apresentada na vari-
acdo SS-MOBJ-RBF, onde a norma da matriz de interpolagéo € utilizada como
restricdo de complexidade para a combinacao de niimero de centros e raios.

Parte-se de uma rede minima e aumentando a complexidade do modelo
estabelece-se uma combinacio de nmiimero de centiros e valor de raio a ser sub-
metida ao ajuste dos pesos de saida. Este tipo de abordagem permite explorar
a complexidade de redes RBF de dois modos distintos: alterando o numero
de parametros livres e também limitando a magnitude de seus parametros.
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Isto aumenta a capacidade de encontrar solugdes de alta capacidade de ge-
neralizacido. Apesar de exigir um tempo de processamento maior, o algoritmo
diminui a influéncia do projetista no resultado final.

Para todos os algoritmos propostos neste trabalho, utilizou-se um decisor
baseado em conjunto validacdo. Desta forma, a soluciao pertencente ao con-
junto de solugées eficientes que possuir menor valor de erro para um conjunto
validagdo € selecionada como a resposta que equilibra os efeitos de polarizagio
e variancia.

Conforme os testes realizados, o método multi-objetivo para treinamento
de redes RBF proposto e suas variacdes se mostraram uma alternativa efi-
ciente para a busca de solucdes de alta capacidade de generalizacao. Além de
dar prosseguimento aos trabalhos de treinamento multi-objetivo para redes
neurais artificiais, o trabalho presente apresenta discussbes sobre influén-
cias de parametros livres em redes RBF no resultado final, propondo utilizar
informacgoes de complexidade de ambas as camadas para o seu treinamento
enquanto que na maioria dos outros algoritmos utiliza-se somente a infor-
macio de complexidade da camada de saida. Apesar da formulagéo inicial de
treinamento MOBJ para redes RBF exigir um tempo de processamento maior,
foi possivel desenvolver técnicas para diminuir esta necessidade.

O método RR-MOBJ-RBF, em destaque, possui uma exigéncia de tempo
de processamento compardvel aos demais algoritmos e ainda faz uso de in-
formacées de complexidade ainda néo utilizadas para o treinamento de redes
RBF encontrando solugdes de alta capacidade de generalizacao justificando
sua utilizagdo como alternativa para os algoritmos mais avangados de treina-
mento para redes RBF.

7.2 Propostas de Continuidade

Foram propostos neste trabalho alguns métodos de treinamento de redes
RBF que utilizam o conceito de otimizac¢do multi-objetivo para a determinacio
de solugées de alta capacidade de generalizagao. Novas discussées foram ge-
radas com respeito ao comportamento e determinacao de solugdes para redes
RBF, dentre as quais podem ser identificados diversos tépicos de pesquisa.
Alguns tépicos estio relacionados a seguir:

¢ Assumiu-se no trabalho que o método de K-médias determina a melhor
distribuicédo de centros das funcdes de base, ndo inserindo as posicoes
dos centros no processo de otimizagio multi-objetivo. Trabalhos futuros
podem explorar a relagdo entre as posicoes de centros e a qualidade das
solucgdes para as redes RBF.
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» Sabe-se que o conjunto de solugdes geradas para todo ¢ conjunto de res-
trigbes de norma da matriz de interpolacido e matriz de pesos para RBF
possui solugées dominadas por outras, de modo que o conjunto Pareto-
6timo € apenas um subconjunto das solugdes geradas pelos métodos
apresentados neste trabalho. Torna-se necessario determinar metodolo-
gias para reducdo do numero de solucfes a ser geradas de forma a de-
terminar somente pontos no espago tridimensional determinado por || H||,
lWil e er pertencentes ao conjunto Pareto-étimo.

¢ Toda andlise de comportamento de solugées e medida de complexidade
foram abordadas para fun¢des de base radial gaussianas. Os mesmos
procedimentos podem ser explorados para outros tipos de funcéo de base
radial, como por exemplo as multiquadricas.

« Nio fol possivel estabelecer neste trabalho uma relagio analitica entre as
duas medidas de complexidade. Caso isto seja possivel de ser determi-
nado, o problema de natureza tri-objetivo podera ser tratado de maneira
bi-objetivo a partir de outra proposta de medida de complexidade que
represente todos os parametros livres de redes RBF.

e Pode-se explorar novos critérios para representar o decisor de solugao fi-
nal. Pelo fato de a rede RBF apresentar uma parte de natureza linear, os
critérios de sele¢ao de modelos GCV e BIC podem ser uma boa aproxima-
¢do para a solucao de maior capacidade de generalizagao, dispensando
a necessidade de um conjunto de dados de validacdo, que € um grande
ganho para problemas com um numero baixo de amostras para projeto
de redes neurais.
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APENDICE |

A

Propriedades gerais de dlgebra linear

Neste apéndice serdo apresentadas algumas caracteristicas de sistemas li-
neares relevantes ao trabalho apresentado.

A.1 Matrizes

A seguir estdo apresentadas alguns tipos de matrizes mais utilizadas nas
formulagdes de treinamento de redes neurais.

e Matrizes diagonais: sdo matrizes cujos os elementos fora da diagonal
principal sao nulos m;; =0, i # j.

My 0 0
g mee ... O

M=| % . A.1)
0 0 g

e Matrizes identidade: sdo matrizes cujos os elementos fora da diagonal
principal sdo nulos m;; = 0, i # j € 0s elementos da diagonal principal sao
iguais a unidade m; =1, i = j.

0
01 ...0

1= _ (A.2)
00 .. 1
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¢ Matrizes simétricas: s&o matrizes que séo idénticas a sua transposta .
Qualquer matriz diagonal € uma matriz simétrica.

M =MT (A.3)

¢« Matrizes ortogonais: sdo matrizes cuja sua inversa ¢ idéntica a sua trans-
posta.
M7 =M" (A.4)

Se uma matriz € ortogonal entao:

M™M=M"M=1 (A.5)

e Traco: O tracgo (frace} de uma matriz quadrada € a soma dos elementos
de sua diagonal.
trace(M) = Zmij , parai=7j (A.6)

e Posto: O posto (rank) € dade pelo niimero de linhas ou colunas linear-
mente independentes de uma matriz.

e Norma: A norma euclidiana de uma matriz € dado pela raiz quadrada do
somatoério quadraticos de seus elementos.

M| = /> m (A.7)

Existem outras formulagdes para a norma de uma matriz que nao foram
utlizadas no desenvolvimento deste trabalho.

» Condicionamento: O condicionamento (cond) de uma matriz é dado pelo
produto entre a sua norma e a norma de sua inversa.

cond(M) = || M[[[|A1 7 (A.8)

A.2 Sistemas de equacgdes lineares

Um sistema de equagdes lineares ou simplesmente um sistema linear é
caracterizado por um conjunto de relacdes de igualdade onde cada variavel
independente € ponderado por um coeficiente.
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A.3 Condicdo de um sisterna linear

411Z1 + Q12T + - - + Gig = 01

anZ; +awmTs+ ...+ a = by
17 g (A.9)

Gp1T1 + Gpale + ...+ dpg = by

Um sistema linear pode ser descrito matricialmente conforme a Equacao
A.10.

Ax=D {A.10)

Onde a solucao para o vetor de variaveis independentes z pode ser calcu-
lado através da inversa da matriz de coeficientes A se esta for ndo-singular.

x=A"b (A.11)

Um matriz A é ndo singular se, € somente se:

e A for uma matriz quadrada {p = g);
o Existe A7}
e Determinante de A for ndo-nulo;

o Possuir posto completo (rank(A) = p)

A.3 Condicao de um sistema linear

Um problema é dito mal-condicionado quando pequenas mudancas nos
elementos de uma matriz produzem grandes modificacdes no resultado de um
sistema linear.

Existem dois casos onde se pode analisar a influéncia do condicionamento
da matriz de coeficientes para a solugdo de um sistema linear (Ciarlet 1995).

No primeiro caso, uma comparagao a solucio exata obtida para um sistema
linear inicial e a solugdo para um sistema linear onde houve uma pertubagéo
na matriz de valores desejados b.

Ax =D

(A.12)
Ax+Ax)=b+ Ab

Neste caso, a diferenca relativa de solugbes representada por |Ax| /(x| €
limitado pelo termo de erro relativo [[Abjj/||b|| ponderado pelo condicionamento
da matriz de coeficientes (Equacdo A.13).
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laxz| _ |Ab]]
=l T Bl

No segundo caso, a perturbacéao ocorre na matriz de coeficientes, onde se

cona(a) 1221 (A.13)

compara as solugdes entre dois sistemas lineares de erros nulos.

Ax=D>

(A+AA)(x+Ax)=b (A.14)

Neste caso, a diferenca relativa de solugdes representada por ||Ax| /||| €
limitado pelo termo perturbacgéo relativa |AA||/||A|| ponderado pelo condicio-
namento da matriz de coeficientes (Equacgao A.15).

ax| aa]
e+ ax] = 44 A A19

Em ambos os casos, pode-se verificar que o erro relativo no resultado de
um sistema linear é limitado pela perturbacgao relativa nos dados do sistema
representados pela matriz de coeficientes e saidas desejadas, multiplicado pelo
condicionamento da matriz de coeficientes. Em outras palavras, o condicio-
namento de A pode medir a sensibilidade da solugdo de um sistema linear.

Um sistema linear é dito bem-condicionado se o valor de cond{A} for pré-
ximo da unidade. Neste casos as solugdes possuem baixa variabilidade sendo
pouco sensiveis 4 perturbacdes nos dados do sistema. Analogamente, sis-
temas com alto valor de cond(A) sao sistemas mal-condicionados, cujas solugdes
sdo muito sensiveis a variacoes dos coeficientes (ruidos) e saidas desejadas.
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